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Summary of the document in English
In the context of large-scale networks, the consideration of faults is an evident necessity. This
document is focussing on the self-stabilizing approach which aims at conceiving algorithms “repai-
ring themselves” in case of transient faults, that is of faults implying an arbitrary modification of
the states of the processes. The document focuses on two different contexts, covering the major
part of my research work these last years. The first part of the document (Part I) is dedicated
to the design and analysis of self-stabilizing algorithms for networks of processes. The second part
of the document (Part II) is dedicated to the design and analysis of self-stabilizing algorithms for
autonomous entities (i.e., software agents, robots, etc.) moving in a network.
Constrained Spanning Tree Construction. The first part is characterized by two specific
aspects. One is the nature of the considered problems. The other is the permanent objective of opti-
mizing the performances of the algorithms. Indeed, within the framework of spanning tree construc-
tion, self-stabilization mainly focused on the most classic constructions, namely BFS trees, DFS
trees, or shortest path trees. We are interested in the construction of trees in a vaster framework,
involving constraints of a global nature, in both static and dynamic networks. We contributed in
particular to the development of algorithms for the self-stabilizing construction of minimum-degree
spanning trees, minimum-weight spanning tree (MST), and Steiner trees. Besides, our approach
of self-stabilization aims not only at the feasibility but also also includes the search for effective
algorithms. The main measure of complexity that we are considering is the memory used by every
process. We however also considered other measures, as the convergence time and the quantity of
information exchanged between the processes.
This study of effective construction of spanning trees brings to light two facts. On one hand,
self-stabilization seems to have a domain of applications as wide as distributed computing. Our work
demonstrate that it is definitively case in the field of the spanning tree construction. On the other
hand, and especially, our work on memory complexity seems to indicate that self-stabilization does
not imply additional cost. As a typical example, distributed MST construction requires a memory
of Ω(log n) bits per process (if only to store its parent in the tree). We shall see in this document
that it is possible to conceive a self-stabilizing MST construction algorithm of using O(log n) bits
of memory per process.
Organization of Part I. Chapter 1 summarizes the main lines of the theory of self-stabilization,
and describes the elementary notions of graph theory used in this document. It also provides a brief
state-of-the-art of the self-stabilizing algorithms for the construction of spanning trees optimizing
criteria not considered further in the following chapters. Chapter 2 summarizes my contribution
to the self-stabilizing construction of MST. My related papers are [19, 17]. Finally, Chapter 3
presents my works on the self-stabilizing construction of trees optimizing criteria different from
iii
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minimum weight, such as minimum-degree spanning tree, and Steiner trees. My related papers
are [19, 21, 23, 22].
Autonomous Entities. The second part of the document is dedicated to the design and analy-
sis of self-stabilizing algorithms for autonomous entities. This latter term refers to any computing
entity susceptible to move in a space according to certain constraints. We shall consider mostly
physical robots moving in a discrete or continuous space. We can make however sometimes refe-
rence to contexts involving software agents in a network. For the sake of simplicity, we shall use
the terminology “robot” in every case. Self-stabilization is a generic technique to tolerate any tran-
sient failure in a distributed system that is obviously interesting to generalize in the framework
where the algorithm is executed by robots (one often rather refers to self-organization instead of
self-stabilization). It is worth noticing strong resemblances between the self-stabilizing algorithmic
for networks and the one for robots. For example, the notion of token circulation in the former
framework seems very much correlated with the circulation of robots in the latter framework. In a
similar way, we cannot miss noticing a resemblance between the traversal of graphs by messages,
and graph exploration by a robot. The equivalence (in term of calculability) between the message
passing model and the “agent model” was already brought to light in the literature [12, 29]. This
document seems to indicate that this established equivalence could be extended to the framework
of auto-stabilization. The current knowledge in self-stabilizing algorithms for robots is not elabora-
ted enough to establish this generalization yet. Also, the relative youth of robots self-stabilization
theory, and the lack of tools, prevent us to deal with efficiency (i.e., complexity) as it can be done
in the context of network self-stabilization. In this document, we thus focused on feasibility (i.e.,
calculability) of elementary problems such as naming and graph exploration. To this end, we stu-
died various models with for objective either to determine the minimal hypotheses of a model for
the realization of a task, or to determine for a given model, the maximum corruption the robots
can possibly tolerate.
This study of robot self-stabilization underlines the fact that it is possible to develop self-
stabilizing solutions for robots within the framework of a very constrained environment, including
maximal hypotheses on the robots and system corruption, and minimal hypotheses on the strength
of the model.
Organization of Part II. Chapter 4 presents my main results obtained in a model where the
faults can be generated by the robots and by the network. These results include impossibility
results as well as determinist and probabilistic algorithms, for various problems including naming
and election. My related paper is [24]. Chapter 5 summarizes then my work on the search for
minimal hypotheses in the discrete CORDA model enabling to achieve a task (in a self-stabilizing
manner). It is demonstrated that, in spite of the weakness of the model, it is possible for robots to
perform sophisticated tasks, among which is perpetual exploration. My related paper is [18].
Perspectives. The document opens a certain number of long-term research directions, detailed
in Chapter 6. My research perspectives get organized around the study of the tradeoff between
the memory space used by the nodes of a network, the convergence time of the algorithm, and the
quality of the retuned solution.
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Introduction
Dans le contexte des re´seaux a` grande e´chelle, la prise en compte des pannes est une ne´cessite´
e´vidente. Ce document s’inte´resse a` l’approche auto-stabilisante qui vise a` concevoir des algorithmes
se « re´parant d’eux-meˆme » en cas de fautes transitoires, c’est-a`-dire de pannes impliquant la
modification arbitraire de l’e´tat des processus. Il se focalise sur deux contextes diffe´rents, couvrant
la majeure partie de mes travaux de recherche ces dernie`res anne´es. La premie`re partie du document
(partie I) est consacre´e a` l’algorithmique auto-stabilisante pour les re´seaux de processus. La seconde
partie du document (partie II) est consacre´e quant a` elle a` l’algorithmique auto-stabilisante pour
des entite´s autonomes (agents logiciels, robots, etc.) se de´plac¸ant dans un re´seau.
Arbres couvrants sous contraintes. La premie`re partie se caracte´rise par deux aspects spe´-
cifiques. Le premier est lie´ a` la nature des proble`mes conside´re´s. Le second est lie´ a` un soucis
d’optimisation des performances des algorithmes. En effet, dans le cadre de la construction d’arbres
couvrants, l’auto-stabilisation s’est historiquement principalement focalise´e sur les constructions
les plus classiques, a` savoir arbres BFS, arbres DFS, ou arbres de plus courts chemins. Nous nous
sommes inte´resse´s a` la construction d’arbres dans un cadre plus vaste, impliquant des contraintes
globales, dans des re´seaux statiques ou dynamiques. Nous avons en particulier contribue´ au de´velop-
pement d’algorithmes pour la construction auto-stabilisante d’arbres couvrants de degre´ minimum,
d’arbres couvrants de poids minimum (MST), ou d’arbres de Steiner. Par ailleurs, notre approche
de l’auto-stabilisation ne vise pas seulement la faisabilite´ mais inclut e´galement la recherche d’al-
gorithmes efficaces. La principale mesure de complexite´ vise´e est la me´moire utilise´e par chaque
processus. Nous avons toutefois conside´re´ e´galement d’autres mesures, comme le temps de conver-
gence ou la quantite´ d’information e´change´e entre les processus.
De cette e´tude de la construction efficace d’arbres couvrants, nous mettons en e´vidence deux
enseignements. D’une part, l’auto-stabilisation semble avoir un spectre d’applications aussi large que
le re´parti. Nos travaux de´montrent que c’est effectivement le cas dans le domaine de la construction
d’arbres couvrants. D’autre part, et surtout, nos travaux sur la complexite´ me´moire des algorithmes
semblent indiquer que l’auto-stabilisation n’implique pas de couˆt supple´mentaire. A titre d’exemple
caracte´ristique, construire un MST en re´parti ne´cessite une me´moire de Ω(log n) bits par processus
(ne serait-ce que pour stocker le parent dans son arbre). Nous verrons dans ce document qu’il est
possible de concevoir un algorithme auto-stabilisante de construction de MST utilisant O(log n)
bits de me´moire par processus.
Organisation de la partie I. Le chapitre 1 rappelle les grandes lignes de la the´orie de l’auto-
stabilisation, et de´crit les notions e´le´mentaires de the´orie des graphes utilise´es dans ce document.
Il dresse en particulier un bref e´tat de l’art des algorithmes auto-stabilisants pour la construction
d’arbres couvrants spe´cifiques ou optimisant des crite`res non conside´re´s dans les chapitres suivants.
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Le chapitre 2 pre´sente mes travaux sur la construction d’arbres couvrant de poids minimum (MST).
Enfin le chapitre 3 a pour objet de pre´senter mes travaux sur la construction d’arbres couvrants
optimise´s, diffe´rents du MST, tel que l’arbre de degre´ minimum, l’arbre de Steiner, etc.
Entite´s autonomes. La seconde partie du document est consacre´e a` l’algorithmique re´partie
auto-stabilisante pour les entite´s autonomes. Ce terme de´signe toute entite´ de calcul susceptible de
se de´placer dans un espace selon certaines contraintes. Nous sous-entendrons le plus souvent des
robots physiques se de´plac¸ant dans un espace discret ou continu. Nous pourrons toutefois parfois
faire re´fe´rence a` des contextes s’appliquant a` des agents logiciels dans un re´seau. Par abus de langage,
nous utiliserons la terminologie bre`ve et image´e de robot dans tous les cas. L’auto-stabilisation est
une technique ge´ne´rique pour tole´rer toute de´faillance transitoire dans un syste`me re´parti qu’il est
e´videmment envisageable de ge´ne´raliser au cadre ou` les algorithmes sont exe´cute´s par des robots
(on parle alors souvent plutoˆt d’auto-organisation que d’auto-stabilisation). Il convient de noter de
fortes similitudes entre l’algorithmique auto-stabilisante pour les re´seaux de processus et celle pour
les robots. Par exemple, la notion de circulation de jetons dans le premier cadre semble corre´le´e a` la
circulation de robots dans le second cadre. De manie`re similaire, on ne peut manquer de noter une
similitude entre parcours de graphes par des messages, et exploration par des robots. L’e´quivalence
(en terme de calculabilite´) entre le mode`le par passage de messages et celui par agents a de´ja` e´te´ mis
en e´vidence dans la litte´rature [12, 29]. Ce document semble indiquer une ge´ne´ralisation de cet e´tat
de fait a` l’auto-stabilisation. Les connaissances en algorithmique auto-stabilisante pour les robots
ne sont toutefois pas encore suffisamment e´labore´es pour e´tablir cette ge´ne´ralisation. De meˆme, la
relative jeunesse de l’auto-stabilisation pour les robots ne permet de traiter de questions d’efficacite´
(i.e., complexite´) que difficilement. Dans ce document, nous nous sommes surtout focalise´e sur la
faisabilite´ (i.e., calculabilite´) de proble`mes e´le´mentaires tels que le nommage ou l’exploration. A
cette fin, nous avons e´tudie´ diffe´rents mode`les avec pour objectif soit de de´terminer les hypothe`ses
minimales d’un mode`le pour la re´alisation d’une taˆche, soit de de´terminer, pour un mode`le donne´,
la corruption maximum qu’il est possible de tole´re´.
De cette e´tude de l’auto-stabilisation pour les robots, nous mettons en e´vidence un enseigne-
ment principal, a` savoir qu’il reste possible de de´velopper des solutions auto-stabilisantes dans le
cadre d’environnements tre`s contraignants, incluant des hypothe`ses maximales sur la corruption
des robots et du syste`me, et des hypothe`ses minimales sur la force du mode`le.
Organisation de la partie II. Le chapitre 4 pre´sente mes principaux re´sultats obtenus dans un
mode`le ou` les fautes peuvent eˆtre ge´ne´re´es par le re´seau et par les robots eux-meˆmes. Ces re´sultats
se de´clinent en re´sultats d’impossibilite´, et en algorithmes de´terministes ou probabilistes, ce pour
les proble`mes du nommage et de l’e´lection. Le chapitre 5 re´sume ensuite mon travail sur la recherche
d’hypothe`ses minimales dans le mode`le CORDA discret permettant de re´aliser une taˆche. Il y est
en particulier de´montre´ que malgre´ la faiblesse du mode`le, il reste encore possible pour des robots
d’effectuer des taˆches sophistique´es, dont en particulier l’exploration perpe´tuelle.
Perspectives. Le document ouvre un certain nombre de perspectives de recherche a` long terme,
de´taille´es dans le chapitre 6. Ces perspectives s’organisent autour de l’e´tude du compromis entre
l’espace utilise´ par les nœuds d’un re´seau, le temps de convergence de l’algorithme, et la qualite´ de
la solution retourne´e.
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Chapitre 1
Algorithmes auto-stabilisants et
arbres couvrants
Ce chapitre rappelle les grandes lignes de la the´orie de l’auto-stabilisation, et de´crit les notions
e´le´mentaires de the´orie des graphes utilise´es dans ce document. Il dresse en particulier un bref e´tat
de l’art des algorithmes auto-stabilisants pour la construction d’arbres couvrants spe´cifiques (BFS,
DFS, etc.) ou optimisant des crite`res non conside´re´s dans la suite du document (diame`tre minimal,
etc.).
1.1 Ele´ments de la the´orie de l’auto-stabilisation
Une panne (appele´e aussi faute) dans un syste`me re´parti de´signe une de´faillance temporaire
ou de´finitive d’un ou plusieurs composants du syste`me. Par composants, nous entendons essentiel-
lement processeurs, ou liens de communications. Il existe principalement deux cate´gories d’algo-
rithmes traitant des pannes : les algorithmes robustes [126] et les algorithmes auto-stabilisants. Les
premiers utilisent typiquement des techniques de redondance de l’information et des composants
(communications ou processus). Ce document s’inte´resse uniquement a` la seconde cate´gorie d’algo-
rithmes, et donc a` l’approche auto-stabilisante. Cette approche vise a` concevoir des algorithmes se
« re´parant eux-meˆme » en cas de fautes transitoires.
Dijkstra [48] est conside´re´ comme le fondateur de la the´orie de l’auto-stabilisation. Il de´finit
un syste`me auto-stabilisant comme un syste`me qui, quelque soit son e´tat initial, est capable de
retrouver de lui meˆme un e´tat le´gitime en un nombre fini d’e´tapes. Un e´tat le´gitime est un e´tat
qui respecte la spe´cification du proble`me a` re´soudre. De nombreux ouvrages ont e´te´ e´crits dans
ce domaine [51, 128, 46]. Je ne ferai donc pas une pre´sentation exhaustive de l’auto-stabilisation,
mais rappellerai uniquement dans ce chapitre les notions qui seront utiles a` la compre´hension de ce
document.
Un syste`me re´parti est un re´seau compose´ de processeurs, ou nœud, (chacun exe´cutant un unique
processus), et de me´canismes de communication entre ces nœuds. Un tel syste`me est mode´lise´
par un graphe non oriente´. Si les nœuds sont indistingables, le re´seau est dit anonyme. Dans un
syste`me non-anonyme, les nœuds disposent d’identifiants distincts deux-a`-deux. Si tous les nœuds
utilisent le meˆme algorithme, le syste`me est dit uniforme. Dans le cas contraire, le syste`me est dit
non-uniforme. Lorsque quelques nœuds exe´cutent un algorithme diffe´rent de l’algorithme exe´cute´
par tous les autres, le syste`me est dit semi-uniforme. L’exemple le plus classique d’un algorithme
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semi-uniforme est un algorithme utilisant un nœud distingue´, par exemple comme racine pour la
construction d’un arbre couvrant.
L’hypothe`se de base en algorithmique re´partie est que chaque nœud peut communiquer avec
tous ses voisins dans le re´seau. Dans le contexte de l’auto-stabilisation, trois grands types de me´-
canismes de communication sont conside´re´s : (i) le mode`le a` e´tats, dit aussi mode`le a` me´moires
partage´es [48], (ii) le mode`le a` registres partage´es [55], et (iii) le mode`le par passage de mes-
sages [126, 107, 118] Dans le mode`le a` e´tat, chaque nœud peut lire l’e´tat de tous ses voisins et
mettre a` jour son propre e´tat en une e´tape atomique. Dans le mode`le a` registres partage´s, chaque
nœud peut lire le registre d’un de ses voisins, ou mettre a` jour son propre e´tat, en une e´tape ato-
mique, mais pas les deux a` la fois. Dans le mode`le par passage de messages un nœud envoie un
message a` un de ses voisins ou rec¸oit un message d’un de ses voisins (pas les deux a` la fois), en
une e´tape atomique. Les liens de communication sont ge´ne´ralement conside´re´s comme FIFO, et les
messages sont traite´s dans leur ordre d’arrive´e. Dans son livre [107], Peleg propose une classification
des mode`les par passage de messages. Le mode`le CONGEST est le plus commune´ment utilise´ dans
ce document. Il se focalise sur le volume de communications commune´ment admis comme « raison-
nable », a` savoir O(log n) bits par message, ou` n est le nombre de nœuds dans le re´seau. Notons
que si les nœuds posse`dent des identifiants deux-a`-deux distincts entre 1 et n, alors log n bits est la
taille minimum requise pour le codage de ces identifiants. Avec une taille de messages impose´e, on
peut alors comparer le temps de convergence (mesure´ en nombre d’e´tapes de communication) et le
nombre de messages e´change´s.
Notons qu’il existe des transformateurs pour passer d’un mode`le a` un autre, dans le cas des
graphes non oriente´s [51]. L’utilisation de l’un ou l’autre des mode`les ci-dessus n’est donc pas
restrictive.
Si les temps pour transfe´rer une information d’un nœud a` un voisin (lire un registre, e´changer
un message, etc.) sont identiques, alors le syste`me est dit synchrone. Sinon, le syste`me est dit
asynchrone. Si les temps pour transfe´rer une information d’un nœud a` un voisin sont potentiellement
diffe´rent mais qu’une borne supe´rieure sur ces temps est connue, alors le syste`me est dit semi-
synchrone. Dans les syste`mes asynchrones, il est important de mode´liser le comportement individuel
de chaque nœud. Un nœud est dit activable de`s qu’il peut effectuer une action dans un algorithme
donne´. Afin de mode´liser le comportement des nœuds activables, on utilise un ordonnanceur, appele´
parfois de´mon ou adversaire, tel que de´crit dans [42, 89, 41]. Dans la suite du document, le terme
d’adversaire est utilise´. L’adversaire est un dispositif inde´pendant des nœuds, et posse´dant une
vision globale. A chaque pas de calcul, il choisit les nœuds susceptibles d’exe´cuter une action parmi
les nœuds activables. L’adversaire est de puissance variable selon combien de processus activables
peuvent eˆtre active´s a` chaque pas de calcul :
– l’adversaire est dit central (ou se´quentiel) s’il n’active qu’un seul nœud activable ;
– l’adversaire est dit distribue´ s’il peut activer plusieurs nœuds parmi ceux qui sont activables ;
– l’adversaire est dit synchrone (ou paralle`le) s’il doit activer tous les nœuds activables.
L’adversaire est par ailleurs contraint par des hypothe`se lie´es a` l’e´quite´ de ses choix. Les contraintes
d’e´quite´ les plus courantes sont les suivantes :
– l’adversaire est dit faiblement e´quitable s’il doit ultimement activer tout nœud continument
et infiniment activable ;
– l’adversaire fortement e´quitable s’il doit ultimement activer tout nœud infiniment activable ;
L’adversaire est dit ine´quitable s’il n’est pas e´quitable (ni fortement, ni faiblement). Les mode`les
d’adversaires ci-dessus sont plus ou moins contraignants pour le concepteur de l’algorithme. Il peut
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e´galement de´couler diffe´rents re´sultats d’impossibilite´ de ces diffe´rents adversaires .
On dit qu’un algorithme a converge´ (ou qu’il a termine´) lorsque son e´tat global est conforme
a` la spe´cification attendue, comme par exemple la pre´sence d’un unique leader dans le cas du
proble`me de l’e´lection. Dans le mode`le a` e´tats ou celui a` registres partage´s, un algorithme est dit
silencieux [52] si les valeurs des variables locales des nœuds ne changent plus apre`s la convergence.
Dans un mode`le a` passage de messages, un algorithme est dit silencieux s’il n’y a plus de circulation
de messages, ou si le contenu des messages e´change´s ne changent pas apre`s convergence. Dolev,
Gouda et Shneider [52] ont prouve´ que, dans un mode`le a` registres, la me´moire minimum requise
parun algorithme auto-stabilisant silencieux de construction d’arbre couvrant est Ω(log n) bits sur
chaque nœud.
Les performances des algorithmes se mesurent a` travers de leur complexite´ en me´moire (spatiale)
et de leur temps de convergence. On e´tablit la performance en me´moire en mesurant l’espace
me´moire occupe´ en chaque nœud, et/ou en mesurant la taille des messages e´change´s. Le temps
de convergence d’un algorithme est le « temps » qu’il met a` atteindre la spe´cification demande´e
apre`s une de´faillance. L’unite´ de mesure du temps la plus souvent utilise´e en auto-stabilisation est
la ronde [56, 37]. Durant une ronde, tous les nœuds activables sont active´s au moins une fois par
l’adversaire. Notons que le de´finition de ronde de´pend fortement de l’e´quite´ de l’adversaire.
1.2 Construction d’arbres couvrants
La construction d’une structure de communication efficace au sein de re´seaux a` grande e´chelle
(grilles de calculs, ou re´seaux pair-a`-pairs) ou au sein de re´seaux dynamiques (re´seaux ad hoc, ou
re´seaux de capteurs) est souvent utilise´e comme brique de base permettant la re´alisation de taˆches
e´labore´es. La structure de communication la plus adapte´e est souvent un arbre. Cet arbre doit
couvrir tout ou partie des nœuds, et posse´der un certain nombre de caracte´ristiques de´pendant de
l’application. Par ailleurs, la construction d’arbres couvrants participe a` la re´solution de nombreux
proble`mes fondamentaux de l’algorithmique re´partie. Le proble`me de la construction d’arbres cou-
vrants a donc naturellement e´te´ tre`s largement e´tudie´ aussi bien en re´parti qu’en auto-stabilisation.
L’objectif ge´ne´ral de la premie`re partie du document concerne les algorithmes auto-stabilisants
permettant de maintenir un sous-graphe couvrant particulier, tel qu’un arbre couvrant, un arbre de
Steiner, etc. Ce sous-graphe peut eˆtre potentiellement dynamiques : les nœuds et les areˆtes peuvent
apparaitre ou disparaitre, les poids des areˆtes peuvent e´voluer avec le temps, etc.
1.2.1 Bref rappel de la the´orie des graphes
Cette section pre´sente quelques rappels e´le´mentaires de the´orie des graphes. Dans un graphe
G = (V,E), un chemin est une suite de sommets u0, u1, . . . , uk ou` {ui, ui+1} ∈ E pour tout i =
0, . . . , k − 1. Un chemin est dit e´le´mentaire si ui 6= uj pour tout i 6= j. Par de´faut, les chemins
conside´re´s dans ce document sont, sauf indication contraire, e´le´mentaires. Les sommets u0 et uk
sont les extre´mite´s du chemin. Un cycle (e´le´mentaire) est un chemin (e´le´mentaire) dont les deux
extre´mite´s sont identiques. En ge´ne´ral, on notera n le nombre de sommets du graphe. Un graphe
connexe est un graphe tel qu’il existe un chemin entre toute paire de sommets. Un arbre est un
graphe connexe et sans cycle.
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Lemma 1. Soit T = (V,E) un graphe. Les proprie´te´s suivantes sont e´quivalentes :
– T est un arbre ;
– T est connexe et sans cycle ;
– Il existe un unique chemin entre toute paire de sommets de T ;
– T est connexe et la suppression d’une areˆte quelconque de T suffit a` de´connecter T ;
– T est sans cycle et l’ajout d’une areˆte entre deux sommets non adjacents de T cre´e un cycle ;
– T est connexe et posse`de n− 1 areˆtes.
On appelle arbre couvrant de G = (V,E) tout arbre T = (V,E′) avec E′ ⊆ E. Dans un graphe
G = (V,E), un cocycle est de´fini par un ensemble A ∈ V ; il contient toutes les areˆtes {u, v} de G
tel que u ∈ A et v /∈ A. Les deux de´finitions ci-dessous sont a` la base de la plupart des algorithmes
de construction d’arbres couvrants.
De´finition 1 (Cycle e´le´mentaire associe´). Soit T = (V,ET ) un arbre couvrant de G = (V,E),
et soit e ∈ E \ ET . Le sous-graphe T ′ = (V,ET ∪ {e}), contient un unique cycle appele´ cycle e´le´-
mentaire associe´ a` e, note´ Ce.
De´finition 2 (Echange). Soit T = (V,ET ) un arbre couvrant de G = (V,E), et soit e /∈ ET et
f ∈ Ce, f 6= e. L’ope´ration qui consiste a` e´changer e et f est appele´e e´change. De cet e´change
re´sulte l’arbre couvrant T ′ ou` ET ′ = ET ∪ {e} \ {f}.
f
e
(a) Arbre T contenant l’areˆte e
f
e
(b) Arbre T ′ contenant l’areˆte f
Figure 1.1 – Echange
1.2.2 Bref e´tat de l’art d’algorithmes auto-stabilisants pour la construction
d’arbres couvrants
Un grand nombre d’algorithmes auto-stabilisants pour la construction d’arbre couvrants ont
e´te´ propose´s a` ce jour. Gartner [72] et Rovedakis [117] ont propose´ un e´tat de l’art approfondi
de ce domaine. Cette section se contente de de´crire un e´tat de l’art partiel, qui ne traite pas des
proble`mes aborde´s plus en de´tail dans les chapitres suivants (c’est-a`-dire la construction d’arbres
couvrants de poids minimum, d’arbres couvrants de degre´ minimum, d’arbres de Steiner, etc.). Le
tableau 1.3 re´sume les caracte´ristiques des algorithmes pre´sente´s dans cette section.
1.2.2.1 Arbre couvrant en largeur d’abord
Dolev, israeli et Moran [54, 55] sont parmi les premiers a` avoir propose´ un algorithme auto-
stabilisant de construction d’arbre. Leur algorithme construit un arbre couvrant en largeur d’abord
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(BFS pour « Breadth First Search » en anglais). Cet algorithme est semi-uniforme, et fonctionne
par propagation de distance. C’est une brique de base pour la conception d’un algorithme auto-
stabilisant pour le proble`me de l’exclusion mutuelle dans un re´seau asynchrone, anonyme, et dyna-
mique. Le mode`le de communication conside´re´ est par registres, avec un adversaire centralise´. Les
auteurs introduisent la notion de composition e´quitable d’algorithmes. Ils introduisent e´galement
l’importante notion d’atomicite´ lecture/e´criture de´crite plus haut dans ce document.
Afek, Kutten et Yung [2] ont propose´ un algorithme construisant un BFS dans un re´seau non-
anonyme. La racine de l’arbre couvrant est le nœud d’identifiant maximum. Chaque nœud met
a` jour sa variable racine. Les configurations errone´es vont eˆtre e´limine´es graˆce a` cette variable.
De`s qu’un nœud s’aperc¸oit qu’il n’a pas la bonne racine, il commence par se de´clarer racine lui
meˆme, et effectue ensuite une demande de connexion en inondant le re´seau. Cette connexion sera
effective uniquement apre`s accuse´ de re´ception par la racine (ou par un nœud qui se conside`re
de fac¸on errone´e comme une racine). Afek et Bremler-Barr [1] ont ame´liore´ l’approche propose´e
dans [2]. Dans [2], la racine e´lue pouvait ne pas se trouver dans le re´seau car la variable racine peut
contenir un identifiant maximum errone´ apre`s une faute. Dans [1], la racine est ne´cessairement
pre´sente dans le re´seau. Datta, Larmore et Vemula [44] ont propose´ un algorithme auto-stabilisant
reprenant l’approche de Afek et Bremler-Barr [1]. Ils construisent de manie`re auto-stabilisante un
BFS afin d’effectuer une e´lection. Pour ce faire, ils utilisent des vagues de couleurs diffe´rentes afin
de controˆler la distance a` la racine, ainsi qu’un me´canisme d’accuse´ de re´ception afin d’arreˆter les
modifications de l’arbre. C’est donc en particulier un algorithme silencieux [52].
Arora et Gouda [5, 6] ont pre´sente´ un syste`me de « re´initialisation » apre`s faute, dans un
re´seau non anonyme. Ce syste`me en couches utilise trois algorithmes : un algorithme d’e´lection, un
algorithme de construction d’arbre couvrant, et un algorithme de diffusion. Les auteurs pre´sentent
une solution silencieuse et auto-stabilisante pour chacun des trois proble`mes. Comme un certain
nombre d’autres auteurs par la suite ([81, 26, 22]) ils utilisent la connaissance a priori d’une borne
supe´rieure sur le temps de communication entre deux nœuds quelconques dans le re´seau afin de
pouvoir e´liminer les cycles re´sultant d’un configuration errone´es apre`s une faute.
Huang et Chen [82] ont propose´ un algorithme semi-uniforme de construction auto-stabilisante
de BFS. Leur contribution la plus importante reste toutefois les nouvelles techniques de preuves
d’algorithmes auto-stabilisants qu’ils proposent dans leur article.
Enfin, dans un cadre dynamique, Dolev [50] a propose´ un algorithme auto-stabilisant de routage,
et un algorithme auto-stabilisant d’e´lection. Pour l’e´lection, chaque nœud devient racine d’un BFS.
La contribution principale est le temps de convergence de chaque construction de BFS, qui est
optimal en O(D) rondes ou` D est le diame`tre du graphe. De manie`re inde´pendante, Aggarwal et
Kutten [3] ont propose´ un algorithme de construction d’un arbre couvrant enracine´ au nœud de
plus grand identifiant, optimal en temps de convergence, O(D) rondes.
1.2.2.2 Arbre couvrant en profondeur d’abord
La meˆme approche que Dolev, israeli et Moran [54, 55] a e´te´ reprise par Collin et Dolev [36]
afin de concevoir un algorithme de construction d’arbres couvrants en profondeur d’abord (DFS,
pour « Depth Fisrt Search » en anglais). Pour cela, ils ont utilise´ un mode`le faisant re´fe´rence a`
des nume´ros de port pour les areˆtes. Chaque nœud u connaˆıt le nume´ro de port de chaque areˆte
e = {u, v} incidente a` u, ainsi que le nume´ro de port de e en son autre extre´mite´ v. Avec cette
connaissance, un ordre lexicographique est cre´e´ pour construire un parcours DFS.
La construction auto-stabilisante d’arbres couvrants en profondeur d’abord va souvent de paire
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dans la litte´rature avec le parcours de jeton. Huang et Chen [83] ont propose´ un algorithme auto-
stabilisant pour la circulation d’un jeton dans un re´seau anonyme semi-uniforme. Le jeton suit
un parcours en profondeur ale´atoire 1. L’algorithme ne´cessite toutefois la connaissance a priori de
la taille du re´seau. Huang et Wuu [84] ont propose´ un autre algorithme auto-stabilisant pour la
circulation d’un jeton, cette fois dans un re´seau anonyme uniforme. Ce second algorithme ne´cessite
e´galement la connaissance a priori de la taille du re´seau. L’algorithme de Datta, Johnen, Petit et
Villain [43], contrairement aux deux algorithmes pre´ce´dents, ne fait aucune supposition a priori sur
le re´seau. De plus, cet algorithme ame´liore la taille me´moire de chaque nœud en passant de O(log n)
bits a` O(log ∆) bits, ou` ∆ est le degre´ maximum du re´seau. Notons que tous ces algorithmes de
circulation de jeton sont non-silencieux car le jeton transporte une information qui e´volue le long
du parcours.
1.2.2.3 Arbre couvrant de plus court chemin
Le proble`me de l’arbre couvrant de plus court chemin (SPT pour « Shortest Path Tree » en
anglais) est la version ponde´re´ du BFS : la distance a` la racine dans l’arbre doit eˆtre e´gale a` la
distance a` la racine dans le graphe. Dans ce cadre, Huang et Lin [85] ont propose´ un algorithme
semi-uniforme auto-stabilisant pour ce proble`me. Chaque nœud calcule sa distance par rapport a`
tous ses voisins a` la Dijkstra. Un nœud u choisit pour parent son voisin v qui minimise dv+w(u, v),
ou` dv est la distance suppose´e de v a` la racine (initialise´e a` ze´ro), et w(u, v) le poids de l’areˆte
u, v. Dans un cadre dynamique, le poids des areˆtes peut changer au cours du temps. Johnen et
Tixeuil [88] ont propose´ deux algorithmes auto-stabilisants de construction d’arbres couvrants. Le
principal apport de leur approche est de s’inte´resser a` la proprie´te´ sans-cycle introduite par [68].
Cette proprie´te´ stipule que l’arbre couvrant doit s’adapter aux changements de poids des areˆtes sans
se de´connecter ni cre´er de cycle. Cette approche est de´veloppe´e plus en de´tail dans la section 3.1 en
rapport avec mes propres contributions. Gupta et Srimani [78] supposent le meˆme dynamisme que
Johnen et Tixeuil [88]. Ils ont propose´ plusieurs algorithmes auto-stabilisants, dont un algorithme
semi-uniforme construisant un arbre SPT. Le principal apport de cette dernie`re contribution est de
fournir un algorithme auto-stabilisant silencieux, optimal en espace et en temps de convergence.
Burman et Kutten [26] se sont inte´resse´s a` un autre type de dynamisme : l’arrive´e et/ou le de´-
part des nœuds, et/ou du areˆtes du re´seau. De plus, ces auteurs ont propose´ d’adapter l’atomicite´
lecture/e´criture du mode`le par registre au mode`le par passage de message. Ce nouveau concept est
appele´ atomicite´ envoi/re´ception (« send/receive atomicity »). Leur algorithme de construction de
SPT s’inspire de l’algorithme auto-stabilisant propose´ par Awerbuch et al. [10] conc¸u pour « re´ini-
tialiser » le re´seau apre`s un changement de topologie (ce dernier algorithme utilise un algorithme
de construction de SPT comme sous-proce´dure).
1.2.2.4 Arbre couvrant de diame`tre minimum
Bui, Butelle et Lavault [27] se sont inte´resse´s au proble`me de l’arbre couvrant de diame`tre
minimum. De manie`re surprenante, ce proble`me a e´te´ peu traite´ dans la litte´rature auto-stabilisante.
L’algorithme dans [27] est conc¸u dans un cadre ponde´re´, ou` le poids des areˆtes sont positifs. Les
auteurs prouvent que ce proble`me est e´quivalent a` trouver un centre du re´seau (un nœud dont la
distance maximum a` tous les autres nœuds est minimum). Une fois un centre identifie´, l’algorithme
calcule l’arbre couvrant de plus court chemin enracine´ a` ce centre.
1. Les auteurs pre´cisent que l’algorithme peut eˆtre modifie´ pour obtenir un parcour de´terministe
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ST [3] R C f ⊕ O(log n) O(D) dyn
[83] X X n R D O(log ∆n)
DFS [36] X X R C f ⊕ O(n log ∆) O(Dn∆)
[84] X n R C f O(log n)
[43] X X R D f O(log ∆) O(Dn∆)
[54] X X R C f ⊕ O(∆ log n) O(D) dyn
[5] n R C O(log n) O(n2) dyn
BFS [2] R D f ⊕ O(log n) O(n2) dyn
[82] X X n R D I
[50] R C f ⊕ O(∆n log n) Θ(D) dyn
[1] B 2 M D O(log n) O(n)
[44] R D f ⊕ O(log n) O(n)
[85] X X R C I O(log n)
SPT [88] X X R D f O(log n) dyn
[78] X X M/R D O(log n) O(D)
[26] D M D ⊕ O(log2 n) O(D) dyn
MDiam [27] X M D O(n2 log n O(n∆ + d2
+n logW ) +n log2 n)
Table 1.1 – Algorithmes auto-stabilisants asynchrones pour la construction d’arbres couvrants. D
diame`tre du graphe. ∆ degre´ maximum du graphe. ST : arbre couvrant ; DFS : arbre en profondeur d’abord ; BFS :
arbre en largeur d’abord ; SPT : arbre de plus court chemin ; MDiam : arbre de diame`tre minimum ; R : registres
partage´s ; M : passage de messages ; Adversaire : Distribue´ (D), central (C), ine´quitable (I), faiblement e´quitable (f),
fortement e´quitable (F ). Atomicite´ : ⊕ lecture ou e´criture. Proprie´te´ : dynamique (dyn), sans-cycle (SC).
1.3 Re´capitulatif et proble`mes ouverts
Le tableau 1.3 re´sume les caracte´ristiques des algorithmes e´voque´s dans ce chapitre. Ame´liorer
la complexite´ en espace ou en temps de certains algorithmes de ce tableau sont autant de pro-
ble`mes ouverts. Rappelons que la seule borne infe´rieure non triviale en auto-stabilisation pour la
construction d’arbres couvrants n’est valide que dans le cadre silencieux (voir [53]).
Les deux chapitres suivants sont consacre´s a` la construction d’arbres couvrants optimisant des
me´triques particulie`res, incluant en particulier
– les arbres couvrants de poids minimum,
– les arbres couvrants de degre´ minimum,
– les arbres de Steiner,
– les constructions bi-crite`res (poids et degre´),
– etc.
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Chapitre 2
Arbres couvrants de poids minimum
Ce chapitre a pour objet de pre´senter mes travaux sur la construction d’arbres couvrants de
poids minimum (Minimum Spanning Tree : MST). Ce proble`me est un de ceux les plus e´tudie´s en
algorithmique se´quentielle comme re´partie. De fac¸on formelle, le proble`me est le suivant.
De´finition 3 (Arbre couvrant de poids minimum). Soit G = (V,E,w) un graphe non
oriente´ ponde´re´ 1. On appelle arbre couvrant de poids minimum de G tout arbre couvrant dont
la somme des poids des areˆtes est minimum.
Ce chapitre est organise´ de la fac¸on suivante. La premie`re section consiste en un tre`s bref e´tat
de l’art re´sumant les principales techniques utilise´es en se´quentiel. La section suivante est consacre´e
a` un e´tat de l’art des algorithmes re´partis existant pour la construction de MST. La section 2.3
est le cœur de ce chapitre. Elle pre´sente un e´tat de l’art exhaustif des algorithmes auto-stabilisants
pour le MST, ainsi que deux de mes contributions dans ce domaine.
2.1 Approches centralise´es pour le MST
Cette section est consacre´e a` un e´tat de l’art partiel des algorithmes centralise´s pour la construc-
tion de MST, et des techniques les plus couramment utilise´es pour ce proble`me.
Dans un contexte centralise´, trouver un arbre couvrant de poids minimum est une taˆche qui se
re´sout en temps polynomial, notamment au moyen d’algorithmes gloutons. Les premiers algorithmes
traitant du proble`mes sont nombreux. Leur historique est meˆme sujet a` de´bat. Bo˚ruvka [25] apparait
maintenant comme le premier auteur a` avoir publie´ sur le sujet. Les travaux de [112, 121, 101] restent
cependant plus connus et enseigne´s.
La construction d’un MST se fait en ge´ne´ral sur la base de proprie´te´s classiques des arbres, et
utilise la plupart du temps au moins une des deux proprie´te´s suivantes, mis en e´vidence dans [120] :
Proprie´te´ 1 (Bleu). Toute areˆte de poids minimum d’un cocycle de G fait partie d’un MST de
G.
Proprie´te´ 2 (Rouge). Toute areˆte de poids maximum d’un cycle de G ne fait partie d’aucun
MST de G.
1. Dans la partie re´partie et auto-stabilisante du document nous supposerons que les poids des areˆtes sont positifs,
borne´s et peuvent eˆtre code´s en O(logn) bits, ou` n est le nombre de nœuds du re´seau.
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Figure 2.1 – Les figures ci-dessus illustrent les proprie´te´s bleu et rouge. Dans la figure 2.1(a), le cocycle
est constitue´ par les areˆtes de poids {2, 10, 8} ; l’areˆte de poids 2 fera partie de l’unique MST de ce graphe.
Dans la figure 2.1(b), le cycle est constitue´ par les areˆtes de poids {10, 11, 8, 6} ; l’areˆte de poids 11 ne fera
pas parti de l’unique MST.
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(c) Induit par A,B,C
Figure 2.2 – Algorithme de Prim
La plupart des algorithmes traitant du MST peuvent eˆtre classe´s en deux cate´gories : ceux
qui utilisent la proprie´te´, ou re`gle, bleue, et ceux qui utilisent la re`gle rouge. L’algorithme de
Prim [112] est l’exemple meˆme de l’utilisation de la proprie´te´ bleue. Au de´part un nœud u est choisi
arbitrairement, et le cocycle se´parant ce nœud u des autres nœuds est calcule´ ; l’areˆte minimum de ce
cocycle, note´e {u, v}, fait parti du MST final. L’algorithme calcule ensuite le cocycle se´parant le sous-
arbre induit par les nœuds u et v des autres nœuds du graphe. Ainsi de suite jusqu’a` l’obtention d’un
arbre couvrant. Cet arbre est un MST(voir Figure 2.2). L’algorithme de Bo˚ruvka [25], rede´couvert
par Sollin [121], proce`de de la meˆme manie`re a` la diffe´rence pre`s qu’il choisit initialement de calculer
les cocycles induits par chaque nœud. Ainsi, il calcule a` chaque e´tape des cocycles de plusieurs sous-
arbres. Il apparait donc comme une solution permettant un certain degre´ de paralle´lisme. C’est par
exemple cette technique qui est a` la base du fameux algorithme re´parti de Gallager, Humblet, et
Spira [69].
L’algorithme de Kruskal est quant a` lui base´ sur la proprie´te´ rouge. Il choisit des areˆtes dans
l’ordre croissant des poids tant que ces areˆtes ne forment pas de cycle. Notons que lorsqu’une areˆte
forme un cycle, celle-ci est ne´cessairement de poids maximum dans ce cycle puisque les poids ont
e´te´ choisis dans l’orde croissant. Cette areˆte ne fait donc pas partie d’aucun MST (voir Figure 2.3).
A ce jour, l’algorithme de construction centralise´e de plus faible complexite´ est celui de Pettie
et Ramachandran [110], qui s’exe´cute en temps O(|E|α(|E|, n)), ou` α est l’inverse de la fonction
d’Ackermann. Des solutions line´aires en nombre d’areˆtes existent toutefois, mais utilisent des ap-
proches probabilistes [65, 92].
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Figure 2.3 – Algorithme de Kruskal
2.2 Approches re´parties pour le MST
Cette section est consacre´e a` un e´tat de l’art partiel des algorithmes re´partis pour la construction
de MST. Dans un contexte re´parti, le premier algorithme publie´ dans la litte´rature est [39, 40].
Toutefois, aucune analyse de complexite´ n’est fourni dans cet article. La re´fe´rence dans le domaine
est de fait l’algorithme de Gallager, Humblet et Spira [69]. Cet algorithme asynchrone est optimal
en nombre de messages e´change´s, O(|E| + n log n), et a pour complexite´ temporelle O(n log n)
e´tapes en synchrone. L’optimalite´ de la complexite´ en message est une conse´quence d’un re´sultat
de [64, 9] qui de´montre que le nombre minimum de bits e´change´s afin de construire un MST est de
Ω(|E|+n log n). L’algorithme de Gallager, Humblet et Spira a valu a` ses auteurs le prix Dijkstra en
2004. Il a de´fini les fondements des notions et du vocabulaire utilise´s par la communaute´ du re´parti
pour la construction du MST.
L’algorithme de Gallager, Humblet et Spira est base´ sur la proprie´te´ rouge, a` la manie`re de
l’algorithme de Bo˚ruvka-Sollin [25, 121]. Les sous-arbres construits sont appele´s fragments. Initia-
lement, chaque nœud du syste`me est un fragment. Par la suite, chaque fragment fusionne graˆce a`
l’areˆte sortante du fragment de poids minimum. Autrement dit, graˆce a` l’areˆte de poids minimum
du cocycle. La difficulte´ en re´parti est de permettre a` chaque nœud de connaˆıtre le fragment auquel
il appartient, et d’identifier les areˆtes a` l’exte´rieur du fragment et les areˆtes a` l’inte´rieur de celui-ci.
A cette fin, les nœuds ont besoin d’une vision « globale », autrement dit d’effectuer un e´change
d’information afin de maintenir a` jour leur appartenance aux diffe´rents fragments au fur et a` mesure
des fusions.
L’optimalite´ en message de la construction d’un MST e´tant obtenue par l’algorithme [69], la
suite des travaux dans ce domaine s’est attache´e a` diminuer la complexite´ en temps. Les travaux
dans ce domaine ont pour objet principal de controˆler la taille des fragments afin d’ame´liorer la
rapidite´ de la mise a` jour des nœuds, et donc la complexite´ en temps. La premie`re ame´lioration
notable est celle d’Awerbuch [8] en temps O(n) e´tapes, tout en restant optimal en nombre de
messages e´change´s. Dans la fin des anne´es 90, Garay, Kutten et Peleg relancent la recherche dans
ce domaine. Dans [70], ils obtiennent un temps O(D+n0.614) e´tapes, ou` D est le diame`tre du graphe.
Cette complexite´ a e´te´ ame´liore´e dans [102] en O(D +
√
n log∗ n) e´tapes, au de´triment du nombre
de messages e´change´s, qui devient O(|E| + n3/2). Dans [108], il est prouve´ une borne infe´rieure‹Ω(√n) e´tapes dans le cas particulier des graphes de diame`tre Ω(log n), ou` la notation ‹Ω signifie
qu’il n’est pas tenu compte des facteurs polylogarithmiques. Toujours dans le cas des graphes de
petit diame`tre, Lotker, Patt-Shamir et Peleg [104] ont obtenu une borne infe´rieure de ‹Ω( 3√n) e´tapes
pour les graphes de diame`tre 3, et ‹Ω( 4√n) pour graphe de diame`tre 4. Dans les graphes de diame`tre
2 il existe un algorithme s’exe´cutant en O(log n) e´tapes [104].
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[77, 78] Semi n M O(log n) Θ(n log n) Ω(n2)
[81] Semi O(D) M O(n log n) O(log n) O(n3) X
[19] A R O(log n) O(n3) X X
[17] A R Ω(log2 n) O(n2)
[99] A R O(log n) O(n)
Table 2.1 – Algorithmes auto-stabilisants pour le proble`me du MST. Dans cette table, « Semi » signifie
Semi-synchrone, et « A » signifie asynchrone. De meˆme, « M » signifie mode`le par passage de messages, et
« R » mode`le a` registres partage´s.
2.3 Approches auto-stabilisantes
Cette section pre´sente un e´tat de l’art exhaustif de la construction auto-stabilisante de MST.
La pre´sentation est faite de fac¸on chronologique. Elle de´bute donc par les travaux de Gupta et
Srimani [77, 78], et de Higham et Lyan [81]. Elle est suivie par deux contributions personnelles dans
ce domaine [19, 17]. Elle est enfin conclue par les ame´liorations re´centes apporte´es par Korman,
Kutten et Masuzawa [99]. Les caracte´ristiques de ces diffe´rents algorithmes sont re´sume´es dans la
Table 2.1.
2.3.1 Algorithme de Gupta et Srimani
Le premier algorithme auto-stabilisant pour la construction d’un MST a e´te´ publie´ par Gupta
et Srimani [77, 78]. Cet article traite essentiellement d’une approche auto-stabilisante pour le calcul
des plus courts chemins entre toutes paires de nœuds. Les auteurs utilisent ensuite ce re´sultat pour
re´soudre le proble`me du MST. Ils conside`rent des graphes dont les poids sont uniques 2, et se placent
dans le cas de graphes dynamiques : le poids des areˆtes peut e´voluer avec le temps, et les nœuds
peuvent apparaˆıtre et disparaˆıtre. Les auteurs utilisent un mode`le par passage de messages similaire
a` un mode`le par registres partage´s. Dans le mode`le utilise´, chaque nœud v envoie pe´riodiquement
un message a` ses voisins. Si u rec¸oit un message d’un nœud v qu’il ne connaissait pas, il le rajoute a`
son ensemble de voisins. A l’inverse, si un nœud u n’a pas rec¸u de messages de son voisin v au bout
d’un certain de´lai, alors u conside`re que v a quitte´ le re´seau, et il supprime donc ce nœud de la liste
de ses voisins. L’algorithme a donc besoin d’une borne sur le temps de communication entre deux
nœuds. Il fonctionne donc dans un syste`me semi-synchrone. Si le re´seau ne change pas pendant une
certaine dure´e, alors les messages e´change´s contiendront toujours la meˆme information. L’algorithme
est donc un algorithme silencieux. Plus spe´cifiquement, l’algorithme de Gupta et Srimani s’exe´cute
de la fac¸on suivante. Fixons deux nœuds u et v. Le nœud u se´lectionne l’areˆte e de poids w(e)
2. Cette hypothe`se n’est pas restrictive car on peut facilement transformer un graphe ponde´re´ a` poids non dis-
tincts en un graphe ponde´re´ a` poids deux-a`-deux distincts. Il suffit par exemple d’ajouter au poids de chaque areˆte
l’identifiant le plus petit d’une de ses deux extre´mite´s.
Habilitation a` diriger les recherches, 2011 Le´lia Blin
2.3 : Approches auto-stabilisantes 17
minimum parmi les areˆtes de poids maximum de chaque chemin vers v. Si v est un nœud adjacent a`
u et si w({u, v}) = w(e) alors {u, v} est une areˆte du MST final. Cela revient a` utiliser la proprie´te´
bleu. En d’autres termes, chaque nœud calcule le cocycle de poids maximum, et choisit l’areˆte de
poids minimum de ce cocycle. Pour pouvoir calculer l’areˆte de poids maximum de tous les chemins,
les auteurs ont besoin de connaitre la taille n du re´seau, et ils supposent que les nœuds ont des
identifiants de 1 a` n. Comme nous l’avons vu, chaque nœud conserve le poids de l’areˆte de poids
maximum allant a` chaque autre nœud du re´seau. Il a donc besoin d’une me´moire de taille Θ(n log n)
bits. Le temps de convergence est Ω(n2) rondes.
2.3.2 Algorithme de Higham et Lyan
Higham et Lyan [81] ont propose´ un algorithme semi -synchrone dans le mode`le par passage de
messages. Leur algorithme suppose que chaque nœud connaˆıt une borne supe´rieure B sur le de´lai
que met un message a` traverser le re´seau. Cela revient a` supposer un temps maximum de traverse´e
d’une areˆte, donc a` conside´rer un re´seau semi-synchrone.
L’algorithme utilise la proprie´te´ rouge, et fonctionne de la manie`re suivante. Chaque areˆte doit
de´terminer si elle doit appartenir ou non au MST. Une areˆte e n’appartenant pas au MST inonde
le graphe afin de trouver son cycle e´le´mentaire associe´, note´ Ce. Lorsque e rec¸oit le message me
ayant parcouru Ce, cette areˆte utilise les informations collecte´es par me, c’est-a`-dire les identifiants
et les poids des areˆtes se trouvant sur Ce. Si we n’est pas le poids le plus grand du cycle Ce, alors
e fait parti du MST, sinon e ne fait pas parti du MST. La borne supe´rieure B est utilise´e comme
un de´lai a` ne pas de´passer. En effet si apre`s un intervalle de temps B, l’areˆte e n’a rec¸u aucun
message en retour de son inondation, alors e conclut que la structure existante n’est pas connexe.
Elle de´cide alors de devenir provisoirement une areˆte du MST, quitte a` revoir sa de´cision plus tard.
Si une areˆte e faisant partie provisoirement du MST ne rec¸oit pas de message de recherche du cycle
e´le´mentaire Ce au bout d’un temps 3B, alors elle peut conside´rer que toutes les areˆtes font partie
du MST, ce qui une configuration errone´e. Dans ce cas, e de´clenche un message de type trouver le
cycle. On remarque donc que, dans les deux cas, s’il existe au moins une areˆte ne faisant pas parti
de l’arbre couvrant, ou si toutes les areˆtes font partie de l’arbre, alors des messages sont ge´ne´re´s.
Cet algorithme est donc non-silencieux.
En terme de complexite´, chaque nœuds a` besoin de O(log n) bits de me´moire pour exe´cuter
l’algorithme. La quantite´ d’information e´change´e (identifiants et poids des nœuds des chemins
parcourus) est de O(n log n) bits par message.
2.3.3 Contributions a` la construction auto-stabilisante de MST
Cette section re´sume mes contributions a` la conception d’algorithmes auto-stabilisants de
construction de MST. Elle pre´sente en particulier deux algorithmes. L’un est le premier algo-
rithme auto-stabilisant pour le MST ne ne´cessitant aucune connaissance a priori sur le re´seau. De
plus, cet algorithme est entie`rement asynchrone avec une taille me´moire et une taille de message
logarithmique. L’autre algorithme ame´liore ce premier algorithme en optimisant le rapport entre le
temps de convergence et la taille me´moire. Ces deux algorithmes sont de´crits dans les sous-sections
suivantes.
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2.3.3.1 Transformation d’arbres de plus courts chemins en MST
Ma premie`re contribution a e´te´ re´alise´e en collaboration avec Maria Potop-Butucaru, Ste´phane
Rovedakis et Se´bastien Tixeuil. Elle a e´te´ publie´ dans [19]. L’apport de ce travail est multiple.
D’une part, contrairement aux travaux pre´ce´dents (voir [77, 81, 78]) notre algorithme n’a besoin
d’aucune connaissance a priori sur le re´seau. Il ne fait de plus aucune supposition sur les de´lais de
communication, et est donc asynchrone. Par ailleurs, l’algorithme posse`de la proprie´te´ sans-cycle.
Enfin il est le premier algorithme a` atteindre un espace me´moire de O(log n) bits avec des tailles
de message O(log n) bits.
La proprie´te´ sans-cycle est traite´s dans la section 3.1. Je ne vais donc traiter ici que des autres
aspects de notre algorithme. Sans perte de ge´ne´ralite´ vis-a`-vis des travaux pre´ce´dents, nous consi-
de´rons un re´seaux anonyme, sur lequel s’exe´cute un algorithme semi-uniforme. Autrement dit, nous
distinguons un nœud arbitraire parmi les nœuds du re´seau. Ce dernier jouera un roˆle particulier.
Nous appelons ce nœud la racine de l’arbre. Notons que dans un re´seau avec des identifiants, on peut
toujours e´lire une racine ; re´ciproquement, si le re´seau dispose d’une racine alors les nœuds peuvent
s’attribuer des identifiants distincts [51]. Notons e´galement, qu’il est impossible de calculer de ma-
nie`re de´terministe auto-stabilisante un MST dans un re´seaux anonyme (voir [78]). L’hypothe`se de
semi-uniformite´ offre une forme de minimalite´.
Nous travaillons dans un mode`le de communications par registres, avec un adversaire faiblement
e´quitable, et une atomicite´ lecture/e´criture. Plus pre´cise´ment, quand l’adversaire active un nœud,
ce nœud peut de fac¸on atomique (1) lire sa me´moire et la me´moire de ses voisins, et (2) e´crire dans
sa me´moire. (Nous avons besoin de cette atomicite´ afin de garantir la proprie´te´ sans-cycle, mais
nous aurions pu nous en passer pour les autres proprie´te´s de l’algorithme). La structure du re´seau
est statique, mais les poids des areˆtes peuvent changer au cours du temps, ce qui confe`re un certain
dynamisme au re´seau. Afin de pre´server le de´terminisme de notre algorithme, on suppose que les
ports relatifs aux areˆtes liant un nœud u a` ses voisins sont nume´rote´ de 1 a` deg(u).
Notre algorithme posse`de deux caracte´ristiques conceptuelles essentielles :
– d’une part, il maintient un arbre couvrant (cet arbre n’est pas ne´cessairement minimum, mais
il se sera au final) ;
– d’autre part, les nœuds sont munis d’e´tiquettes distinctes qui, a` l’inverse des identifiants,
codent de l’information.
Bre`ve description de l’algorithme. Notre algorithme fonctionne en trois e´tapes :
i. Construction d’un arbre couvrant.
ii. Circulation sur l’arbre couvrant d’un jeton qui e´tiquette chaque nœud.
iii. Ame´lioration d’un cycle e´le´mentaire.
Nous de´crivons chacune de ces trois e´tapes. En utilisant l’algorithme de Johnen-Tixeuil [88],
nous construisons un arbre de plus courts chemins enracine´ a` la racine r, tout en maintenant la
proprie´te´ sans-cycle (c’est principalement le maintient de la proprie´te´ sans-cycle qui nous a motive´
dans le choix de cet algorithme). Une fois l’arbre couvrant construit, la racine initie une circulation
DFS d’un jeton. Pour cela, nous utilisons l’algorithme de Petit-Villain [109]. Comme l’algorithme
de Higham-Liang, notre algorithme utilise la proprie´te´ rouge : il e´limine du MST l’areˆte de poids
maximum d’un cycle. Toutefois, contrairement a` [81] qui ne´cessite d’inonder le re´seau pour trouver
les cycles e´le´mentaires, notre algorithme utilise les cycles e´le´mentaires induits par la pre´sence d’un
arbre couvrant existant. Cela est possible graˆce aux deux caracte´ristiques essentielles de notre
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algorithme, a` savoir : (1) maintenance d’un arbre couvrant, et (2) utilisation d’e´tiquettes DFS.
Graˆce a` l’arbre et aux e´tiquettes, les cycles e´le´mentaires sont facilement identifie´s, ce qui permet
d’e´viter l’inondation.
Lorsque l’arbre couvrant de plus court chemin est construit, la racine r de´clenche une circulation
de jeton. Ce jeton circule dans l’arbre en profondeur d’abord (DFS), en utilisant les nume´ros de
ports. Le jeton posse`de un compteur. Ce compteur est initialise´ a` ze´ro lors du passage du jeton a` la
racine. A chaque fois que le jeton de´couvre un nouveau nœud, il incre´mente son compteur. Quand
le jeton arrive a` un nœud dans le sens racine-feuilles, ce nœud prend pour e´tiquette le compteur du
jeton (voir Figure 2.4). Cette e´tiquette, note´s `u (pour « label » en anglais), a pour objet d’identifier
les cycles e´le´mentaires associe´s aux areˆtes ne faisant pas partie de l’arbre couvrant. Pour ce faire,
lorsque le jeton arrive sur un nœud u, si ce nœud posse`de des areˆtes qui ne font pas partie de l’arbre,
alors le jeton est gele´. Soit v le nœud extre´mite´ de l’areˆte {u, v} ne faisant pas partie de l’arbre.
Si `v < `u, alors le nœud u de´clenche une proce´dure d’ame´lioration de cycle. Graˆce aux e´tiquettes,
l’algorithme construit ainsi l’unique chemin P (u, v) entre u et v dans l’arbre. Si les e´tiquettes sont
cohe´rentes, chaque nœud w calcule son pre´de´cesseur dans P (u, v) de la fac¸on suivante. Si `w > `v
alors le parent de w est son pre´de´cesseur dans P (u, v), sinon son pre´de´cesseur est le nœud w′ de´fini
comme l’enfant de w d’e´tiquette maximum tel que `w′ < `v. Le poids maximum d’une areˆte de
P (u, v) est collecte´. Si le poids de {u, v} n’est pas ce maximum, alors les areˆtes du cycle sont
e´change´es par e´changes successifs. Le de´roulement de cet e´change sera spe´cifie´ dans la section 3.1.
La figure 2.4 illustre l’e´tiquetage des nœuds, ainsi que les e´changes successifs d’areˆtes. Si au cours
du parcours du cycle, l’e´tiquette courante n’est pas cohe´rente par rapport a` celles de ses voisins, le
jeton est libe´re´, et il continue sa course et l’e´tiquetage des nœuds. L’e´tiquetage sera en effet rectifie´
au passage suivant du jeton puisque l’algorithme maintient en permanence une structure d’arbre
couvrant.
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Figure 2.4 – Illustration de l’e´tiquetage lors du de´roulement de l’algorithme de la section 2.3.3.1
Complexite´. Notons que les algorithmes de Johnen-Tixeuil et de Petit-Villain [88, 109] utilisent
un nombre constant de variables de taille O(log n) bits. Il en va de meˆme pour la partie que nous
avons de´veloppe´e car nous manipulons trois identifiants et un poids d’areˆte dans la partie ame´lio-
ration de cycle. L’algorithme a donc une complexite´ me´moire de O(log n) bits. Pour fonctionner,
l’algorithme a besoin d’une circulation permanente du jeton. Il n’est donc pas silencieux et ne peut
donc pas eˆtre conside´re´ comme optimal en me´moire, car, a` ce jour, aucune borne infe´rieure n’a e´te´
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donne´e sur la me´moire utilise´e pour la construction non silencieuse d’arbres couvrants. Notre algo-
rithme traite toutefois le proble`me dans un cadre dynamique (les poids des areˆtes peuvent changer
au cours du temps), et il est probablement beaucoup plus difficile de rester silencieux dans un tel
cadre.
Pour la complexite´ temporelle, le pire des cas arrive apre`s un changement de poids d’une areˆte.
En effet une areˆte de l’arbre appartient a` au plus m− n+ 1 cycles, obtenues en rajoutant a` l’arbre
une areˆte qui n’est pas dans l’arbre, ou` m est le nombre d’areˆtes. Donc, avant de de´terminer si
elle est effectivement dans le MST, l’algorithme de´clenche une ve´rification pour chacune des areˆtes
ne faisant pas partie de l’arbre dans chacun de ces m− n+ 1 cycles. Comme chaque ame´lioration
ne´cessite O(n) rondes, il de´coule une complexite´ en temps de O(n3) rondes.
2.3.3.2 Utilisation d’e´tiquetages informatifs
L’algorithme de la section 2.3.3.1 utilise un e´tiquetage des nœuds par profondeur d’abord.
Quoique trivial, nous avons vu la capacite´ de cet e´tiquetage a` faciliter la conception d’algorithmes
auto-stabilisants pour le MST. Cela nous a conduit a` concevoir un algorithme base´ sur des sche´mas
d’e´tiquetage informatifs non triviaux. Ce travail a e´te´ re´alise´ en collaboration avec Shlomi Dolev,
Maria Potop-Butucaru, et Ste´phane Rovedakis. Il a e´te´ publie´ dans [17]. Nous sommes par ailleurs
parti du constat qu’aucun des algorithmes auto-stabilisants existant n’utilisait l’approche de l’algo-
rithme re´partie le plus cite´, a` savoir celui de Gallager, Humblet et Spira [69]. La composante la plus
complique´e et la plus one´reuse dans [69] est la gestion des fragments (i.e., permettre a` un nœud
de distinguer les nœuds de son voisinage faisant partie du meˆme fragment que lui de ceux d’un
autre fragment). Dans l’approche de Gallager, Humblet et Spira, pour chaque fragment, une racine
donne l’identifiant de ce fragment. Ainsi, tout nœud appartenant a` un meˆme fragment posse`de
un anceˆtre commun. Nous donc avons eu l’ide´e d’utiliser un e´tiquetage informatif donnant le plus
proche anceˆtre commun de deux nœuds.
L’apport de cet algorithme est donc conceptuellement double :
– d’une part, il est le premier a` utiliser une approche a` la Gallager, Humblet et Spira pour
l’auto-stabilisation ;
– d’autre part, il est le premier a` utiliser un sche´ma d’e´tiquetage informatif non trivial pour la
construction auto-stabilisante de MST.
Ce double apport nous a permis d’ame´liorer le rapport entre le temps de convergence et l’espace
me´moire, plus pre´cise´ment : me´moire O(log2 n) bits, et temps de convergence O(n2) rondes. Par
ailleurs, cet algorithme est silencieux.
Bre`ve description de l’algorithme. Chaque nœud du re´seau posse`de un identifiant unique.
Pour l’e´tiquetage informatif du plus proche anceˆtre commun (LCA — pour « least common ances-
tor ») dans un arbre enracine´, nous avons utilise´ le travail de Harel et Tarjan [79] ou` les auteurs
de´finissent deux sortes d’areˆtes : les le´ge`res et les lourdes. Une areˆte est dite lourde si elle conduit
au sous-arbre contenant le plus grand nombre de nœuds ; elle est dite le´ge`re sinon. L’e´tiquetage est
constitue´ d’un ou plusieurs couples. Le premier parame`tre d’un couple est l’identifiant d’un nœud
u. Le second est la distance au nœud u. Un tel couple est note´ (Idu, du). Le nombre de couples est
borne´ par O(log n), car, comme il est remarque´ dans [79], il y a au plus log n areˆtes le´ge`res sur
n’importe quel chemin entre une feuille et la racine, d’ou` il re´sulte des e´tiquettes de O(log2 n) bits.
Une racine u sera e´tiquete´e par (Idu, 0). Un nœud v se´pare´ de son parent u par une areˆte lourde
prendra l’e´tiquetage (Idr, du + 1). Un nœud v se´pare´ de son parent u par une areˆte le´ge`re prendra
l’e´tiquetage (Idr, du)(Idv, 0). Cet e´tiquetage re´cursif est illustre´ dans la Figure 2.5.
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Figure 2.5 – Illustration du sche´ma d’e´tiquetage LCA
L’e´tiquette `w du plus petit anceˆtre commun w entre deux nœuds u et v, s’il existe, est calcule´e
de la fac¸on suivante. Soit ` une e´tiquette telle que `u = `.(a0, a1).`
′
u et `v = `.(b0, b1).`
′
v. Alors
`w =

`.(a0, a1) si (a0 = b0 ∨ ` 6= ∅) ∧ (`u ≺ `v)
`.(b0, b1) si (a0 = b0 ∨ ` 6= ∅) ∧ (`v ≺ `u)
∅ sinon
S’il n’existe pas d’anceˆtre commun a` u et v, alors ces deux nœuds sont dans deux fragments distincts.
Par ailleurs, nous utilisons l’ordre lexicographique sur les e´tiquettes, note´ ≺, dans le but de de´tecter
la pre´sence de cycles. Un nœud u peut de´tecter la pre´sence d’un cycle en comparant son e´tiquette
avec celle de son parent v. Si `u ≺ `v alors le nœud u supprime son parent et devient racine de son
propre fragment.
L’auto-stabilisation impose des contraintes supple´mentaires non satisfaites par l’algorithme de
Gallager, Humblet et Spira : la configuration apre`s panne peut eˆtre un arbre couvrant qui n’est
pas un MST, et il faut donc rectifier cet arbre. Nous allons donc utiliser la proprie´te´ bleue pour
fusionner les fragments, et la proprie´te´ rouge pour supprimer les areˆtes qui ne font pas partie du
MST final 3. Chaque fragment identifie, graˆce a` l’e´tiquetage, l’areˆte de poids minimum sortant de
son fragment, et l’areˆte de poids minimum interne au fragment ne faisant pas partie de l’arbre. La
premie`re areˆte sert pour la fusion de fragments, et la seconde sert pour la correction de l’arbre.
Nous donnons priorite´ a` la correction sur la fusion. Pour la correction, soit u le plus petit anceˆtre
commun des extre´mite´s de l’areˆte e ou` e est l’areˆte interne de plus petit poids. S’il existe une areˆte
f de poids infe´rieur a` e sur le chemin entre les deux extre´mite´s de e dans l’arbre courant, alors f
est efface´ de l’arbre couvrant. Pour la fusion, l’areˆte sortante de poids minimum est utilise´e.
Complexite´. La complexite´ en me´moire de´coule de la taille des e´tiquettes, a` savoir O(log2 n) bits.
Pour la complexite´ temporelle on conside`re le nombre de rondes ne´cessaires a` casser un cycle ou a`
effectuer une fusion. Dans les deux cas, une partie des nœuds ont besoin d’une nouvelle e´tiquette.
Cette ope´ration s’effectue en O(n) rondes. Comme il y a au plus n2 cycles, il faudra O(n
2) rondes
3. Notons que ce n’est pas la premie`re fois que les deux proprie´te´s bleue et rouge sont simultane´ment utilise´es
dans un meˆme algorithme distribue´ pour re´seaux dynamiques (e.g., [105, 106]), mais jamais, a` notre connaissance,
sous contrainte d’auto-stabilisation.
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pour converger. Pour ce qui concerne les fusions, le pire des cas est lorsque chaque nœud est un
unique fragment. Dans ce cas, il faut effectuer n fusions, d’ou` l’on de´duit le meˆme nombre de rondes
pour converger, a` savoir O(n2).
2.3.4 Algorithme de Korman, Kutten et Masuzawa
Nous concluons cette section en mentionnant que nos contributions [19, 17] ont e´te´ re´cemment
ame´liore´es par Korman, Kutten et Masuzawa [99]. Ces auteurs se placent dans le meˆme mode`le que
nos travaux. Leur article traite a` la fois la ve´rification et la construction d’un MST. Le proble`me
de la ve´rification a e´te´ introduit par Tarjan [125] et est de´fini de la fac¸on suivante. Etant donne´s un
graphe ponde´re´ et un sous-graphe de ce graphe, de´cider si le sous-graphe forme un MST du graphe.
La ve´rification de MST posse`de sa propre litte´rature. Il est a` noter que le proble`me est conside´re´
comme plus facile que la construction de MST, en tout cas de fac¸on centralise´e. Fort de leur
expe´rience en re´partie aussi bien pour le MST que pour l’e´tiquetage informatif ([100, 98]), Korman,
Kutten et Masuzawa reprennent l’ide´e de l’e´tiquetage informatif pour le MST auto-stabilisant
introduit dans [17]. Ils l’optimisent afin d’eˆtre optimal en me´moireO(log n) bits, et afin d’obtenir une
convergence en temps O(n) rondes. Pour cela ils reprennent l’ide´e de niveau de fragments introduite
par Gallager, Humblet et Spira pour limiter la taille des fragments, et pour que les fusions se fassent
entre des fragments contenant a` peu pre`s le meˆme nombre de nœuds. Cette dernie`re de´marche
permet d’obtenir au plus O(log n) fusions. L’e´tiquetage est compose´ de l’identifiant du fragment,
du niveau du fragment, et des deux identifiants des extre´mite´s de l’areˆte de poids minimum ayant
servi a` la fusion. Graˆce a` cette e´tiquette, il est possible d’effectuer la ve´rification, ce qui leur permet
de corriger le MST courant, et donc d’eˆtre auto-stabilisant. Une des difficulte´s de leur approche
est de maintenir une me´moire de O(log n) bits. En effet, lorsque le MST est construit, chaque
nœud a participe´ a` au plus log n fusions. Les e´tiquettes peuvent donc atteindre O(log2 n) bits. Pour
maintenir une me´moire logarithmique, les auteurs distribuent l’information et la font circuler a`
l’aide de ce qu’ils appellent un train, qui pipeline le transfert d’information entre les nœuds.
2.4 Conclusion
Ce chapitre a pre´sente´ mes contributions a` l’auto-stabilisation visant a` construire des MST en
visant une double optimalite´, en temps et en me´moire. A ce jour, en ce qui concerne les algorithmes
silencieux, l’algorithme de Korman et al. [99] est optimal en me´moire. Le manque de bornes in-
fe´rieures sur le temps d’exe´cution d’algorithmes auto-stabilisants ne permet pas de conclure sur
l’optimalite´ en temps de [99]. Nous pointons donc le proble`me ouvert suivant :
Proble`me ouvert 1. Obtenir une borne infe´rieure non triviale du temps d’exe´cution d’algorithmes
auto-stabilisants silencieux (ou non) de construction de MST.
Pour ce qui concerne la taille me´moire, il n’existe pas de borne dans le cas d’algorithmes non-
silencieux pour le MST, ni meˆme pour la construction d’arbres couvrants en ge´ne´ral.
Proble`me ouvert 2. Obtenir une borne infe´rieure non triviale de la taille me´moire d’algorithmes
auto-stabilisants non-silencieux de construction d’arbres couvrants.
Enfin, un des de´fis de l’algorithmique re´partie est d’obtenir des algorithmes optimaux a` la fois
en me´moire et en temps. Dans le cas du MST, nous soulignons le proble`me suivant :
Proble`me ouvert 3. Concevoir un algorithme re´parti de construction de MST, optimal en temps
et en nombre de messages, dans le mode`le CONGEST .
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Chapitre 3
Autres constructions d’arbres
couvrants sous contraintes
Ce chapitre a pour objet de pre´senter mes travaux sur la construction d’arbres couvrants opti-
mise´s, diffe´rents du MST. La premie`re section est consacre´e a` l’approche sans-cycle e´voque´e dans le
chapitre pre´ce´dent. Cette meˆme section pre´sente deux de mes contributions mettant en œuvre cette
proprie´te´. La premie`re est applique´e au MST dynamique auto-stabilisant, la seconde est applique´e
a` la ge´ne´ralisation de la proprie´te´ sans-cycle a` toute construction d’arbres couvrants dans les re´-
seaux dynamiques. La section 3.2 est consacre´e au proble`me de l’arbre de Steiner, c’est-a`-dire une
ge´ne´ralisation du proble`me MST a` la couverture d’un sous-ensemble quelconque de nœuds. Enfin
les deux dernie`res sections du chapitre traitent du proble`me de la minimisation du degre´ de l’arbre
couvrant, l’une dans le cas des re´seaux non-ponde´re´s, l’autre dans le cas des re´seaux ponde´re´s. Dans
le second cas, on vise la double minimisation du degre´ et du poids de l’arbre couvrant.
3.1 Algorithmes auto-stabilisants sans-cycle
Dans cette section, nous nous inte´ressons a` la proprie´te´ sans-cycle (« loop-free » en anglais).
Cette proprie´te´ est particulie`rement inte´ressante dans les re´seaux qui supportent un certain degre´
de dynamisme. Elle garantit qu’une structure d’arbre couvrant est pre´serve´e pendant tout le temps
de l’algorithme, jusqu’a` convergence vers l’arbre couvrant optimisant la me´trique conside´re´e. Les
algorithmes sans-cycle ont e´te´ introduits par [68, 71].
Cette section, pre´sente un e´tat de l’art des algorithmes auto-stabilisant sans-cycle, suivi d’un
re´sume´ de mes deux contributions a` ce domaine : un algorithme auto-stabilisant sans-cycle pour
le MST, et une me´thode de transformation de tout algorithme auto-stabilisant de construction
d’arbres couvrants en un algorithme sans-cycle.
3.1.1 Etat de l’art en auto-stabilisation
A notre connaissance, il n’existe que deux contributions a` l’auto-stabilisation faisant re´fe´rence
a` la notion de sans-cycle : [35] et [88]. Ces deux travaux s’inte´ressent a` la construction d’arbres
couvrants de plus court chemin enracine´s. L’article de Johnen et Tixeuil [88] ame´liore les re´sultats
de Cobb et Gouda [35]. En effet, contrairement a` [35], [88] ne ne´cessite aucune connaissance a
priori du re´seau. Dans ces deux articles, le dynamisme conside´re´ est l’e´volution au cours du temps
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Figure 3.1 – Changement de parent de manie`re atomique et locale dans un arbre de plus courts chemins.
des valeurs des areˆtes. L’algorithme s’exe´cute de la fac¸on suivante. Chaque nœud u maintient sa
distance a` la racine r, et pointe vers un voisin (son parent) qui le conduit par un plus court a`
cette racine. Pour maintenir la proprie´te´ sans-cycle, un nœud u qui s’aperc¸oit d’un changement de
distance dans son voisinage qui implique un changement de parent, ve´rifie que le nœud voisin v qui
annonce la plus courte distance vers la racine n’est pas un de ses descendants. Si v n’est pas un
descendant de u, alors u change (de fac¸on atomique et locale — voir Figure 3.1) son pointeur vers
v. Sinon, il reste en attente de la mise a` jour de son sous-arbre.
3.1.2 Algorithme auto-stabilisant sans-cycle pour le MST
Les contributions ci-dessus soule`vent imme´diatement la question de savoir s’il est possible de
traiter de fac¸on auto-stabilisante sans-cycle des proble`mes de construction d’arbres dont le crite`re
d’optimisation est global. Le proble`me du plus court chemin peut eˆtre qualifie´ de « local » [76]
car les changements ne´cessaires a` la maintenance d’un arbre de plus courts chemins sont locaux
(changement de pointeurs entre areˆtes incidentes). En revanche, des proble`mes comme le MST ou
l’arbre couvrant de degre´ minimum, implique des changement entre areˆtes arbitrairement distantes
dans le re´seau. Pour aborder des proble`mes globaux, nous nous sommes inte´resse´s a` la construction
auto-stabilisante sans-cycle d’un MST.
Ma premie`re contribution dans le domaine a e´te´ effectue´e en collaboration avec Maria Potop-
Butucaru, Ste´phane Rovedakis et Se´bastien Tixeuil [23]. Nous traitons le proble`me du MST dans
un re´seau ou` les poids des areˆtes sont dynamiques. Un algorithme auto-stabilisant sans-cycle pour
le MST a e´te´ de´crit dans la section 2.3.3.1. Cette description a cependant omis la ve´rification
du respect de la proprie´te´ sans-cycle, que nous traitons maintenant. L’ide´e principale de notre
algorithme consiste a` travailler sur les cycles fondamentaux engendre´s par les areˆtes ne faisant pas
partie de l’arbre. Si une areˆte e ne faisant pas partie de l’arbre posse`de un poids plus petit qu’une
areˆte f faisant partie de l’arbre et du cycle engendre´ par e, alors e doit eˆtre e´change´e avec f . Ce
changement ne peut eˆtre fait directement sans violer la proprie´te´ sans-cycle. Nous avons donc mis
en place un me´canisme de changement atomique, areˆte par areˆte, le long d’un cycle engendre´ par e.
Notre algorithme posse`de donc deux caracte´ristiques conceptuelles essentielles :
– Application de la proprie´te´ sans-cycle a` des optimisations globales.
– Me´canisme de changement atomique areˆte par areˆte le long d’un cycle.
Bre`ve description du me´canisme de changement atomique. Rappelons que le mode`le dans
lequel l’algorithme s’exe´cute est un mode`le a` registres partage´s avec une atomicite´ lecture/e´criture.
Autrement dit, lorsqu’un nœud est active´ il peut en meˆme temps lire sur les registres de ses voisins
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et e´crire dans son propre registre.
Comme nous l’avons vu dans la section 2.3.3.1, lorsque le jeton arrive sur un nœud u qui posse`de
une areˆte e = {u, v} ne faisant pas partie de l’arbre couvrant courant, ce jeton est gele´ et un message
circule dans le cycle fondamental Ce a` l’aide des e´tiquettes sur les nœuds. Ce message re´colte le
poids de l’areˆte de poids maximum f , ainsi que les e´tiquettes de ses extre´mite´s. Supposons qu’au
terme de cette re´colte, l’areˆte e = {u, v} doive eˆtre e´change´e avec f (voir Figure 2.4). Soit w le plus
proche anceˆtre commun a` u et v. Supposons sans perte de ge´ne´ralite´ que l’areˆte f est comprise
entre u et w. On conside`re alors le chemin u, x1, x2, ..., xk, u
′ entre u est u′ ou` u′ est l’extre´mite´ de
f la plus proche de u. Le nœud u va changer son pointeur parent en une e´tape atomique (ce qui
maintient la proprie´te´ sans-cycle) afin de pointer vers v, puis le nœud x1 va changer son pointeur
vers u, puis le nœud x2 va changer son pointeur vers x1, ainsi de suite jusqu’a` ce que u
′ prenne
pour parent xk. Tous ces changements sont effectue´s de manie`re atomique. La proprie´te´ sans-cycle
est donc pre´serve´e.
3.1.3 Ge´ne´ralisation
Dans ce travail en collaboration avec Maria Potop-Butucaru, Ste´phane Rovedakis et Se´bastien
Tixeuil, publie´ dans [23], nous proposons un algorithme ge´ne´ralisant la proprie´te´ sans-cycle a` toute
construction d’arbres couvrants sous contrainte. Contrairement aux algorithmes auto-stabilisants
pre´ce´dents [35, 88, 23], dont le dynamisme est duˆ uniquement aux changements de poids des areˆtes,
le dynamisme conside´re´ dans cette sous-section est l’arrive´e et le de´part arbitraire de nœuds.
Soit T un arbre couvrant un re´seau G, optimisant une crite`re µ donne´, et construit par un
algorithme A. Supposons que le re´seau G subisse des changements topologiques jusqu’a` obtenir
un re´seau G′. L’arbre T n’est pas force´ment optimal pour le re´seau G′. Il faut donc transformer
l’arbre T en un arbre optimise´ pour le re´seau G′. Cette transformation doit respecter la proprie´te´
sans-cycle pour passer de T a` T ′. Pour cela nous utilisons de la composition d’algorithmes, dont,
plus spe´cifiquement, la composition e´quitable introduite par Dolev, Israeli, et Moran [54, 55]. La
composition e´quitable fonctionne de la manie`re suivante. Soit deux algorithmesM et E , le premier
est dit « maˆıtre » et le second est dit « esclave ».
– L’algorithme E est un algorithme « statique » qui calcule, e´tant donne´ un graphe G′, un arbre
couvrant T ′ de G′ optimisant le crite`re µ.
– L’algorithmeM est un algorithme « dynamique » qui prend en entre´e T ′ et effectue le passage
de T a` T ′ en respectant la proprie´te´ sans-cycle.
Dolev, Israeli, et Moran [54, 55] ont prouve´ que la composition e´quitable de M avec E dans un
contexte dynamique re´sulte en un algorithme qui respecte la proprie´te´ sans-cycle et dont l’arbre
couvrant satisfera le crite`re d’optimisation µ. Notre apport conceptuel dans ce cadre est le suivant :
– Conception d’un me´canisme ge´ne´rique pour la construction d’algorithmes auto-stabilisants
sans-cycle pour la construction d’arbres couvrants optimisant un crite`re quelconque 1, dans
des re´seaux dynamiques.
Afin d’utiliser la composition e´quitable, il faut concevoir un algorithme maˆıtre M qui nous
permettra, par sa composition avec un algorithme de construction d’arbre optimise´, de supporter
le dynamisme en respectant la proprie´te´ sans-cycle. L’algorithmeM que nous avons propose´ est un
algorithme (respectant la proprie´te´ sans-cycle) de construction d’arbres couvrants en largeur. Cet
algorithme est appele´ BFSSC(BFS pour « Breadth-first search » en anglais et SC pour sans-cycle).
1. Plus exactement, un algorithme re´parti auto-stabilisant dans un environnement statique doit exister pour ce
crite`re.
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Son exe´cution repose sur l’existence d’une racine r.
Soit E un algorithme de construction d’arbre optimise´ pour le crite`re µ. Cet algorithme sert
d’oracle pour notre algorithme BFSSC . Soit un re´seau G, et T l’arbre couvrant de G obtenu par
E . BFSSC effectue un parcours en largeur d’abord de T a` partir de la racine r. Ce parcours induit
une orientation des areˆtes de T , qui pointent vers la racine. Apre`s un changement topologique de
G en G′, un appel a` E permet de calculer un nouvel arbre T ′. BFSSC utilise la combinaison de
l’orientation des areˆtes de T et de la connaissance de T ′ pour passer de T a` T ′ par une succession
d’ope´rations locales atomiques, comme dans la section pre´ce´dente.
Le coup additionnel temporel de cette composition est de O(n2) rondes, a` ajouter a` l’algorithme
esclave E . L’algorithme BFSSC utilise une espace me´moire de O(log n) bits.
3.2 Arbre de Steiner
Comme suite logique au MST, je me suis inte´resse´e au proble`me de l’arbre de Steiner. Ce
proble`me est une ge´ne´ralisation du MST consistant a` connecter un ensemble S quelconque de
nœuds en minimisant le poids de l’arbre de connexion. Les e´le´ments de cet ensemble S sont appele´s
les membres a` connecter. Ce proble`me classique de la the´orie des graphes est un des proble`mes NP-
difficiles fondamentaux. Il est donc normal que les dernie`res de´cennies aient e´te´ consacre´es a` trouver
la meilleure approximation possible a` ce proble`me. De fac¸on formelle le proble`me se pre´sente de la
fac¸on suivante :
De´finition 4 (Arbre de Steiner). Soit G = (V,E,w) un graphe non oriente´ ponde´re´, et soit
S ⊂ V . On appelle arbre de Steiner de G tout arbre couvrant les nœuds de S en minimisant la
somme des poids de ses areˆtes.
Un algorithme est une ρ-approximation de l’arbre de Steiner s’il calcule un arbre dont la somme
des poids des areˆtes est au plus ρ fois le poids d’un arbre de Steiner (i.e., optimal pour ce crite`re de
poids). Cette section pre´sente un e´tat de l’art pour le proble`me de Steiner ainsi que ma contribution
dans le domaine.
3.2.1 Etat de l’art
D’un point de vu combinatoire, la premie`re approximation est une 2-approximation duˆ a` Ta-
kahashi et Matsuyama [124]. Dans leur article, les auteurs fournissent trois algorithmes pour le
proble`me de Steiner, qui illustrent des techniques utilise´es par la suite. Le premier algorithme est
un algorithme qui construit un MST. Cet MST est ensuite « e´lague´ », autrement dit les branches
de l’arbre qui ne conduisent pas a` un membre sont supprime´es pour obtenir un arbre de Steiner ap-
proche´. Cette approche permet d’obtenir une (n− |S|+ 1)-approximation. Le deuxie`me algorithme
construit un arbre de plus courts chemins enracine´ a` un nœud membre, vers tous les autres nœuds
membres. Par cette approche, on obtient une (|S|+ 1)-approximation. Enfin le dernier algorithme
donne une 2-approximation. Il se base sur la meˆme ide´e que l’algorithme de Prim. Autrement dit,
on choisit un nœud membre u arbitraire, que l’on connecte par un plus court chemin a` un nœud
membre v le plus proche de u. Ensuite, la composante connexe cre´e´ par u, v est connecte´e par un
plus court chemin a` un troisie`me nœud membre w le plus proche de cette composante connexe,
et ainsi de suite jusqu’a` obtenir une composante connexe incluant tous les membres. L’approche
combinatoire a une longue histoire [129, 133, 14, 113]. La meilleure approximation connue par des
techniques combinatoires est de 1, 55. Elle est duˆ a` Robins et Zelikovsky [116].
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La programmation line´aire est une autre approche pour trouver la meilleure approximation
a` l’arbre de Steiner. En 1998, Jain [87] utilise une me´thode d’arrondis successifs pour obtenir
une 2-approximation. En 1999, Rajagopalan et Vazirani [114] posent la question suivante : est-
il possible d’obtenir une approximation significativement plus petite que 2 par une approche de
programmation line´aire. L’an dernier, [28] ont re´pondu positivement en obtenant une approximation
borne´e supe´rieurement par 1, 33.
Dans le cadre de l’algorithmique re´partie, Chen Houle et Kuo [33] ont produit une version
re´partie de l’algorithme de [129], dont le rapport d’approximation est 2. Gatani, Lo Re et Gaglio [73]
ont ensuite propose´ une version re´partie de l’algorithme d’Imase et Waxman [86]. Ce dernier est
une version on line de la construction de l’arbre de Steiner. Dans cette approche « dynamique »,
les membres arrivent un par un dans le re´seau. L’arbre de Steiner est donc calcule´ par rapport aux
membres de´ja` en place. Dans l’algorithme d’Imase et Waxman, un membre qui rejoint le re´seau se
connecte a` l’arbre existant par le plus court chemin. Par cette approche, les auteurs obtiennent une
log |S|-approximation.
Lorsque je me suis inte´resse´e au proble`me de l’arbre de Steiner, seuls deux travaux auto-
stabilisants existaient, [90] et [91], par les meˆmes auteurs : Kamei et Kakugawa. A ma connaissance,
aucun autre publication n’a e´te´ produite dans le domaine depuis, sauf ma propre contribution, que
je de´taille dans la section suivante. Kamei et Kakugawa conside`rent dans [90, 91] un environnement
dynamique. Le dynamisme e´tudie´ est toutefois assez contraint puisque le re´seau est statique, et seuls
les nœuds peuvent changer de statut, en devenant membres ou en cessant d’eˆtre membre. Dans les
deux articles, les auteurs utilisent le mode`le a` registres partage´s avec un adversaire centralise´ non
e´quitable. Dans leur premier article, ils proposent une version auto-stabilisante de l’algorithme
dans [124]. Dans cette approche, l’existence d’un MST est suppose´e a priori, et seul le module
d’e´lagage est fourni. Dans le second article [91], les auteurs proposent une approche en quatre
couches : (i) Construction de fragments, i.e., chaque nœud non membre se connecte au membre
le plus proche par un plus court chemin, ce qui cre´e une foreˆt dont chaque sous-ensemble est ap-
pele´ fragment. (ii) Calcul du graphe re´duit H, i.e., concate´nation des areˆtes entre les diffe´rents
fragments. (iii) Calcul d’un MST re´duit : le MST de H. (iv) Elagage de ce MST.
3.2.2 Contribution a` la construction auto-stabilisante d’arbres de Steiner
J’ai contribue´ a` l’approche auto-stabilisante pour le proble`me de l’arbre de Steiner en collabo-
ration de Maria Potop-Butucaru et Ste´phane Rovedakis. Les re´sultats de cette collaboration ont
e´te´ publie´ dans [21]. Dans les deux algorithmes que proposent Kamei et Kakugawa, il est suppose´
l’existence a priori d’un algorithme auto-stabilisant de construction de MST. Nous avons conc¸u une
solution qui ne repose pas sur un module de MST. Cette solution est base´ sur l’algorithme on-line
d’Imase et Waxsman [86], dont il re´sulte une solution capable de supporter un dynamisme plus
important que celui de [90, 91], a` savoir l’arrive´e et le de´part de nœud du re´seau.
L’apport conceptuel de cet algorithme est donc double :
– d’une part, il est le premier algorithme a` ne pas reposer sur l’existence a priori d’un algorithme
auto-stabilisant pour le MST ;
– d’autre part, il est le premier a` conside´rer un dynamisme important (de´parts et arrive´es de
nœuds).
Ce double apport nous a de plus permis de fournir des garanties sur la structure couvrante restante
apre`s une panne si l’algorithme avait eu le temps de converger (« super stabilisation »).
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Bre`ve description de l’algorithme. Notre travail se place dans le cadre d’un mode`le par
passage de messages, avec un adversaire faiblement e´quitable, et une atomicite´ envoie/re´ception.
L’algorithme se de´compose en quatre phases ordonne´es et utilise un membre comme racine. Il s’exe´-
cute comme suit : (i) chaque nœud met a` jour sa distance a` l’arbre de Steiner courant, (ii) chaque
nœud souhaitant devenir membre envoie une requeˆte de connexion, (iii) connexion des nouveaux
membres apre`s accuse´ de re´ception des requeˆtes, (iv) mise a` jour de l’arbre de Steiner courant,
dont mise a` jour de la distance de chaque nœud de l’arbre a` la racine de l’arbre. L’algorithme
utilise explicitement une racine et une variable ge´rant la distance entre chaque nœud et la racine
afin d’e´liminer les cycles e´manant d’une configuration initiale potentiellement errone´e. Un arbre de
plus courts chemins vers l’arbre de Steiner courant est maintenu pour tout nœud du re´seau. Les
membres, ainsi que les nœuds du re´seau implique´s dans l’arbre de Steiner, doivent eˆtre de´clare´s
connecte´s. Si un nœud connecte´ de´tecte une incohe´rence (proble`me de distance, de pointeur, etc.) il
se de´connecte, et lance l’ordre de de´connexion dans son sous-arbre. Lorsque un membre est de´con-
necte´, il lance une requeˆte de connexion via l’arbre de plus courts chemins, et attend un accuse´ de
re´ception pour re´ellement se connecter. Quand il est enfin connecte´, une mise a` jour des distances
par rapport au nouvel arbre de Steiner est initie´e.
En proce´dant de cette manie`re nous obtenons, comme Imase et Waxsman [86], une (dlog |S|e)-
approximation. La me´moire utilise´e en chaque nœud est de O(δ log n) bits ou` δ est le degre´ de
l’arbre couvrant courant. La convergence se fait en O(D|S|) rondes, ou` D est le diame`tre du re´seau.
3.3 Arbre couvrant de degre´ minimum
La construction d’un arbre couvrant de degre´ minimum a tre`s peu e´te´ e´tudie´e dans le domaine
re´parti. Pourtant, minimiser le degre´ d’un arbre est une contrainte naturelle. Elle peut par ailleurs
se re´ve´ler d’importance pratique car les nœuds de fort degre´ favorisent la congestion des commu-
nications. Ils sont e´galement les premiers nœuds cible´s en cas d’attaque visant a` de´connecter un
re´seau. Par aileurs, dans le monde du pair-a`-pair, il peut eˆtre inte´ressant pour les utilisateurs eux
meˆme d’eˆtre de faible degre´. En effet, si un utilisateur posse`de une information tre`s demande´e,
chaque lien (virtuel) de communication sera potentiellement utilise´ pour fournir cette information,
ce qui peut entrainer une diminution significative de sa propre bande passante.
En 2004 j’ai propose´ avec Franck Butelle [15] le premier algorithme re´parti pour la construc-
tion d’arbre couvrant de degre´ minimum. Lorsque je me suis inte´resse´ a` l’auto-stabilisation, c’est
naturellement a` la construction d’arbre couvrant de degre´ minimum que je me suis consacre´e en
premier lieu. De fac¸on formelle, le proble`me est le suivant.
De´finition 5 (Arbre couvrant de degre´ minimum). Soit G un graphe non oriente´. On ap-
pelle arbre couvrant de degre´ minimum de G tout arbre couvrant dont le degre´ 2 est minimum parmi
tous les arbres couvrants de G.
3.3.1 Etat de l’art
Le proble`me de l’arbre couvrant de degre´ minimum est connu comme e´tant NP-difficile, par
re´duction triviale du proble`me du chemin Hamiltonien. Fu¨rer et Raghavachari [66, 67] sont les
premiers a` s’eˆtre inte´resse´s a` ce proble`me en se´quentiel. Ils ont montre´ que le proble`me est facilement
approximable en fournissant un algorithme calculant une solution de degre´ OPT + 1 ou` OPT est
2. Le degre´ de l’arbre est le plus grand degre´ des nœuds
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Figure 3.2 – Diminution des degre´s de l’arbre couvrant.
la valeur du degre´ minimum. L’algorithme est glouton, et fonctionne de la manie`re suivante. Au
de´part un arbre couvrant quelconque est construit. Puis, de fac¸on ite´rative, on essaie de re´duire le
degre´ des nœuds de plus fort degre´, jusqu’a` que ce ne soit plus possible. Pour diminuer le degre´
k d’un nœud u, on identifie ses enfants, note´s u1, ..., uk, ainsi que les sous-arbres enracine´s en ces
enfants, note´ Tu1 , ..., Tuk , respectivement. Sans perte de ge´ne´ralite´, conside´rons v un descendant de
u1 tel que deg(v) < deg(u) − 2. Si v posse`de une areˆte e qui ne fait pas parti de l’arbre, et dont
l’extre´mite´ w est e´le´ment de Tuj avec j 6= 1, alors l’algorithme e´change e avec l’areˆte {u, v}, ce qui
a pour conse´quence de diminuer le degre´ de u tout en maintenant un arbre couvrant. La condition
deg(v) < deg(u) − 2 assure qu’apre`s un e´change, le nombre de nœuds de degre´ maximum aura
diminue´ (voir l’exemple dans la Figure 3.2). Ce proce´de´ est en fait re´cursif, car s’il n’existe pas de
descendant v de u tel que deg(v) < deg(u) − 2, il peut se faire que le degre´ d’un des descendants
de u puisse eˆtre diminue´ afin que, par la suite, on puisse diminuer le degre´ de u. Cette ope´ration
est re´pe´te´e jusqu’a` ce qu’aucune ame´lioration puisse eˆtre effectue´e.
L’algorithme pre´sente´ en 2004, en collaboration avec Franck Butelle [15], a e´te´ conc¸u pour le
mode`le par passage de message CONGEST . Le principe est le suivant. L’algorithme construit tout
d’abord un arbre couvrant quelconque. Par la suite, les nœuds calculent (a` partir des feuilles) le
degre´ maximum de l’arbre couvrant courant. Une racine r est identifie´e comme le noeud ayant un
degre´ maximum (en cas d’e´galite´, il choisit celui d’identifiant maximum). Tous les enfants de r
effectuent un parcours en largeur d’abord du graphe. Chaque parcours est marque´ par l’identifiant
de l’enfant ayant initie´ le parcours. Une areˆte e ne faisant pas parti de l’arbre est candidate a`
l’e´change avec une areˆte de l’arbre si et seulement si les deux conditions suivantes sont re´unies :
(i) e est traverse´e par deux parcours en largeur d’abord d’identifiants diffe´rents ; (ii) les deux
extre´mite´s u et v de e satisfont deg(u) < deg(r) − 2 et deg(v) < deg(r) − 2. L’algorithme suit
ensuite les grandes lignes de l’algorithme de Fu¨rer et Raghavachari [66, 67] pour les e´changes, ainsi
que pour la re´cursivite´ de la recherche des areˆtes e´changeables. Pour identifier les areˆtes candidates
a` l’e´change notre algorithme inonde le graphe de plusieurs parcours en largeur d’abord, le nombre
de messages e´change´s est donc tre`s important. Malheureusement, a` l’heure actuelle, aucune e´tude
n’a e´te´ faite sur la complexite´ distribue´e de ce proble`me.
Proble`me ouvert 4. Dans le mode`le CONGEST , quel est le nombre minimum de messages a`
e´changer et quel est le nombre minimum d’e´tapes a` effectuer pour la construction d’une approxi-
mation a` +1 du degre´ de l’arbre couvrant de degre´ minimum ?
3.3.2 Un premier algorithme auto-stabilisant
Je me suis consacre´ a` la construction auto-stabilisante d’arbres couvrants de degre´ minimum
en collaboration avec Maria Potop-Butucaru et Ste´phane Rovedakis [20, 22]. Nous avons obtenu le
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premier (et pour l’instant le seul) algorithme auto-stabilisant pour ce proble`me. L’algorithme est
de´crit dans le meˆme mode`le que celui de la section 2.3.3.1, quoique dans un cadre semi-synchrone
puisqu’il utilise un chronome`tre. Il est base´ sur la de´tection de cycles fondamentaux induits par
des areˆtes ne faisant pas partie de l’arbre couvrant courant. En effet, si l’on conside`re un nœud
u de degre´ maximum dans l’arbre, diminuer le degre´ de u requiert d’e´changer une de ses areˆtes
incidentes, f , avec une areˆte e ne faisant pas partie de l’arbre couvrant courant, et cre´ant un cycle
fondamental dont u est e´le´ment. Notons que cette approche est plus efficace que celle de [15] car elle
permet de diminuer simultane´ment le degre´ des nœuds de plus grand degre´, et de limiter l’e´change
d’information (communication au sein de cycles plutoˆt que par inondation).
L’apport conceptuel de cet algorithme est donc double :
– d’une part, il est le premier algorithme auto-stabilisant pour la construction de degre´ minimum
a` utiliser une approche de construction par cycle e´le´mentaire ;
– d’autre part, il permet de diminuer le degre´ de tous les nœuds de degre´ maximum en paralle`le.
Ce double apport nous a permis d’obtenir un temps de convergence O(mn2 log n) rondes pour un
espace me´moire de O(log n) bits ou` m est le nombre d’areˆtes du re´seau.
Bre`ve description de l’algorithme. Notre algorithme fonctionne en quatre e´tapes :
i. Construction et maintien d’un arbre couvrant.
ii. Calcul du degre´ maximum de l’arbre couvrant courant.
iii. Calcul des cycles e´le´mentaires.
iv. Reduction (si c’est possible) des degre´s maximum.
La principale difficulte´ en auto-stabilisation est de faire exe´cuter ces quatre e´tapes de fac¸on
inde´pendante, sans qu’une e´tape remette en cause l’inte´grite´ (auto-stabilisation) d’une autre. Ces
e´tapes sont de´crites ci-apre`s.
Construction et maintien d’un arbre couvrant. Pour construire et maintenir un arbre
couvrant, nous avons adapte´ a` nos besoins l’algorithme auto-stabilisant de construction d’arbres
couvrants en largeur d’abord propose´ par Afek, Kutten et Yung [2]. L’arbre construit est enracine´
au nœud ayant le plus petit identifiant. Par la suite, diminuer le degre´ de l’arbre couvrant ne
changera pas l’identifiant de la racine, donc ne remettra pas en cause cette partie de l’algorithme.
Calcul du degre´ maximum. Pour que chaque nœud sache si son degre´ est maximum
dans le graphe, nous utilisons la me´thode classique de propagation d’information avec retour (ou
PIF pour « Propagation of Information with Feedback »). De nombreuses solutions stabilisantes
existent [16, 38]. Elles ont pour avantage de stabiliser instantane´ment. Cependant, garantir la stabili-
sation instantane´e requiert des techniques complexes. Afin de faciliter l’analyse de notre algorithme,
nous avons propose´ une solution auto-stabilisante plus simple pour le PIF.
Identification des cycles fondamentaux 3. Soit e = {u, v} une areˆte ne faisant pas parti
de l’arbre couvrant. Pour chercher son cycle fondamental Ce, le nœud extre´mite´ de e d’identifiant
minimum, par exemple u, lance un parcours en profondeur d’abord de l’arbre couvrant. Comme
tout parcours en profondeur, il y a une phase de « descente » ou` les nœuds sont visite´s pour la
premie`re fois, et une phase de « remonte´e » ou` le message revient sur des nœuds de´ja` visite´s.
Le message qui effectue le parcours stocke l’identifiant des nœuds et leur degre´ pendant la phase
de descente, et efface ces donne´es pendant la phase de remonte´e. Le parcours s’arreˆte quand il
3. La technique pre´sente´e ici n’utilise pas les e´tiquettes informatives. Elle a en effet e´te´ de´veloppe´e avant que nous
proposions les e´tiquettes informatives pour les cycles en auto-stabilisation.
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rencontre l’autre extre´mite´ de e, c’est-a`-dire v. Lorsque v rec¸oit le message de parcours, celui-ci
contient tous les identifiants et les degre´ des nœuds de l’unique chemin dans l’arbre entre u et v. La
taille de ce message peut donc atteindre O(n log n) bits. Cette ide´e est base´ sur l’algorithme auto-
stabilisant pour le MST de Higham et Lyan [81]. L’algorithme re´sultant posse`de donc les meˆmes
de´fauts. En particulier, il ne´cessite un chronome`tre pour de´clencher pe´riodiquement une recherche
de cycles fondamentaux a` partir des areˆtes ne faisant pas partie de l’arbre couvrant. Il est donc
semi-synchrone et non-silencieux.
Re´duction des degre´s. Lorsque l’un des nœuds extre´mite´s v de l’areˆte e ne faisant pas parti
de l’arbre re´cupe`re les informations relatives au cycle fondamental Ce, l’algorithme de´termine si
Ce contient un nœud de degre´ maximum ou un nœud bloquant. Dans le cas d’un nœud de degre´
maximum, si u et v ne sont pas des nœuds bloquants, alors e est rajoute´, et une des areˆte incidentes
au nœud de degre´ maximum est supprime´e. Cette suppression est effectue´e a` l’aide d’un message.
L’important dans cette e´tape est de maintenir un arbre couvrant et de maintenir une orientation
vers la racine, ce qui peut ne´cessiter une re´orientation d’une partie de l’arbre couvrant avant la
suppression de l’areˆte. Si u et v sont des nœuds bloquants, alors ils attendrons un message de
recherche de cycle pour signaler leur e´tat, et eˆtre potentiellement de´bloque´s par la suite.
Complexite´ L’algorithme converge vers une configuration le´gitime en O(|E|n2 log n) rondes et
utilise O(∆ log n) bits de me´moire, ou ∆ est le degre´ maximum du re´seau. Le nombre important
de rondes est duˆ a` la convergence de chacune des e´tapes de notre algorithme. Il convient de noter
que nous ne sommes pas dans le mode`le CONGEST , et que pour re´colter les informations du cycle
fondamental, nous utilisons des messages de taille O(n log n) bits. En revanche, l’information stocke´e
sur la me´moire des nœuds est quant a` elle de O(∆ log n) bits. Enfin, l’utilisation d’un chronome`tre
pour les areˆtes ne faisant pas parti de l’arbre, rend cet algorithme semi-synchrone et non-silencieux.
Remarque. Fort de l’expe´rience acquise dans le domaine ces dernie`res anne´es, un algorithme
auto-stabilisant plus performant (dont silencieux) pour ce proble`me pourrait maintenant eˆtre pro-
pose´ dans le mode`le CONGEST avec une taille me´moire optimale de O(log n) bits.
3.4 Perspective : Arbre couvrant de poids et de degre´ minimum
Cette section a pour objet d’ouvrir quelques perspectives en liaison avec l’optimisation d’arbres
couvrants sous contrainte. Ayant traite´ se´pare´ment le proble`me de l’arbre couvrant de poids mi-
nimum et celui de l’arbre couvrant de degre´ minimum, il est naturel de s’inte´resser maintenant
a` la combinaison des deux proble`mes. Ce chapitre est ainsi consacre´ a` ce proble`me bi-crite`re. Un
bref e´tat de l’art du proble`me de la construction d’arbres couvrants de poids minimum et de degre´
borne´ est pre´sente´ ci-apre`s. Cet e´tat de l’art me permettra de conclure par un certain nombre de
pistes de recherche.
En 2006, Goemans [75] e´met la conjecture que l’approximation obtenue par Fu¨rer et Ragha-
vachari [66] peut se ge´ne´raliser aux graphes ponde´re´s. Autrement dit, il conjecture que, parmi les
MST, on peut trouver en temps polynomial un MST de degre´ au plus ∆∗ + 1, ou` ∆∗ est le de-
gre´ minimum de tout MST. Ce proble`me d’optimisation bi-crite`re est re´fe´rence´ dans la litte´rature
par arbre couvrant de poids minimum et de degre´ borne´ (en anglais « Minimum Bounded Degree
Spanning Trees » ou MBDST). Sa de´finition formelle est la suivante. Soit G un graphe. La solution
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cherche´e est contrainte par un entier Bv donne´ pour chacun des nœuds v du graphe. MBDST re-
quiert de trouver un MST T tel que, pour tout v, on ait degT (v) ≤ Bv. Soit OPT le poids d’un tel
MST. Une (α, f(Bv))-approximation de MBDST est un arbre T dont le poids est au plus α OPT, et
tel que degT (v) ≤ f(Bv). Par exemple le re´sultat de Fu¨rer et Raghavachari [66] peut est reformule´
par une (1, k + 1) approximation dans le cas des graphes non ponde´re´s (i.e., Bv = k pour tout v).
Fischer propose, dans le rapport technique [58], d’e´tendre la technique algorithmique de Fu¨rer
et Raghavachari [66] pour les graphes ponde´re´s. Plus pre´cise´ment, cet auteur cherche un MST
de degre´ minimum. Pour cela, il introduit deux modifications a` l’algorithme de [66]. D’une part,
l’arbre initial n’est pas quelconque, mais est un MST. D’autre part, les e´changes d’areˆtes se font
entre areˆtes de poids identiques. Fischer annonce que ces modifications permettent d’obtenir en
temps polynomial un MST dont les nœuds ont degre´ au plus O(∆∗ + log n), ou` ∆∗ est le degre´
minimum de tout MST. (La meˆme anne´e, Ravi et al. [115] ont adapte´ leur travail sur l’arbre Steiner
au proble`me MBDST pour obtenir une (O(log n), O(Bv log n))-approximation). En 2000, Konemann
et al. [95] ont repris l’approche de Fischer [58] et en ont effectue´ une analyse plus de´taille´e. Dans
leur article, la programmation line´aire est utilise´e pour la premie`re fois pour ce proble`me. Les
meˆmes auteurs ame´liorent ensuite leurs techniques dans [96, 97] pour obtenir une (1, O(Bv+log n))-
approximation. Chaudhuri et al. [31, 32] utilisent quant a` eux une me´thode de´veloppe´e pour le
proble`me du flot maximum, pour obtenir une (1, O(Bv))-approximation. Enfin, Singh et Lau [119]
prouvent la conjecture de Goemans [75], en obtenant une (1, Bv + 1)-approximation, toujours sur
la base de techniques de programmation line´aire.
Dans un contexte re´parti, seuls Lavault et Valencia-Pabon [103] traitent a` ma connaissance ce
proble`me. Ils proposent une version re´partie de l’algorithms Fischer [58], garantissant ainsi la meˆme
approximation. Leur algorithme a une complexite´ temporelle de O(∆2+) e´tapes, ou` ∆ est le degre´
du MST initial, et une complexite´ en nombre de messages e´change´s de O(n3+) bits.
Cet ensemble de travaux sur le MBDST invitent a` conside´rer les proble`mes suivants. D’une
part, partant du constat qu’il est difficile de donner des versions re´parties d’algorithmes utilisant la
programmation line´aire, nous souhaiterions aborder le proble`me de fac¸on purement combinatoire :
Proble`me ouvert 5. De´velopper une approche combinatoire pour obtenir un algorithme polyno-
mial calculant une (1,∆∗+1)-approximation pour le proble`me de l’arbre couvrant de poids minimum,
et de degre´ borne´, dans le cas des graphes ponde´re´s.
Bien suˆr, tout algorithme combinatoire polynomial retournant une (1,∆∗ + o(log n))-
approximation serait de´ja` inte´ressante. En fait, il serait de´ja` inte´ressant de proposer un algorithme
re´parti offrant la meˆme approximation que Fischer [58] dans le mode`le CONGEST .
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33

Chapitre 4
Le nommage en pre´sence de fautes
internes
La seconde partie du document est consacre´e a` des entite´s autonomes (agents logiciels mobiles,
robots, etc.) se de´plac¸ant dans un re´seau. Les algorithmes sont exe´cute´s non plus par les nœuds
du re´seau, mais par les entite´s autonomes. L’ensemble du re´seau et des entite´s autonomes forme
un syste`me dans lequel le re´seau joue le roˆle d’environnement externe pour les entite´s autonomes.
Par abus de langage, nous utilisons dans ce document le terme robots pour de´signer les entite´s
autonomes. Ce chapitre est consacre´ a` un mode`le dans lequel les robots n’ont qu’une vision « locale »
du syste`me (chacun n’a acce`s qu’aux informations disponibles sur le nœud sur lequel il se trouve).
Le chapitre suivant sera consacre´ a` un mode`le dans lequel les robots ont une vision « globale » du
syste`me.
La plupart des algorithmes auto-stabilisants pour les robots [74, 80, 13, 49] cherchent a` se
prote´ger de pannes externes, autrement dit de fautes ge´ne´re´es par l’environnement, mais pas par
les robots eux-meˆmes. Ce chapitre pre´sente une nouvelle approche de l’auto-stabilisation pour les
robots, a` savoir la conception d’algorithmes auto-stabilisants pour des fautes internes et externes,
c’est-a`-dire ge´ne´re´es par les robots et par leur environnement. Cette nouvelle approche a e´te´ e´tudie´e
en collaboration avec M. Potop-Butucaru et S. Tixeuil [24].
La plupart des algorithmes conc¸us pour des robots utilisent les identifiants de ces robots. Dans ce
chapitre, les pannes internes induisent une corruption de la me´moire des robots. Les identifiants des
robots peuvent donc eˆtre corrompus. Par conse´quent, la taˆche consistant a` attribuer des identifiants
deux-a`-deux distincts aux robots apparait comme une brique de base essentielle a` l’algorithmique
pour les entite´s mobiles. Cette taˆche est appele´e le nommage (« naming » en anglais). Dans le cadre
e´tudie´ dans la Partie I du document, c’est-a`-dire les algorithmes auto-stabilisants pour les re´seaux,
l’existence d’identifiants deux-a`-deux distincts attribue´s aux nœuds est e´quivalente a` l’existence
d’un unique leader. Ce chapitre est consacre´ a` cette e´quivalence dans le cas des algorithmes auto-
stabilisants pour les robots susceptibles de subir des fautes internes et externes.
La premie`re partie de ce chapitre est consacre´e a` la formalisation d’un mode`le pour l’e´tude de
syste`mes de robots sujets a` des de´faillances transitoires internes et externes. Dans un deuxie`me
temps, le chapitre est consacre´e a` des re´sultats d’impossibilite´ pour le proble`me du nommage. Nous
montrons que, dans le cas ge´ne´ral, le nommage est impossible a` re´soudre de fac¸on de´terministe, mais
qu’il l’est au moyen d’un algorithme probabiliste. Dans le cadre de´terministe, nous montrons que
le nommage est possible dans un arbre avec des liens de communication semi-bidirectionnels. Ces
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re´sultats comple`tent les re´sultats d’impossibilite´ dans les re´seaux re´partis anonymes (voir [130, 131]).
De plus, nos algorithmes peuvent servir de brique de base pour re´soudre d’autres proble`mes, dont
en particulier le regroupement — proble`me connu pour avoir une solution uniquement si les robots
ont un identifiant unique [45].
4.1 Un mode`le local pour un syste`me de robots
Soit G = (V,E) un re´seau anonyme. Les robots sont des machines de Turing qui se de´placent
de nœuds en nœuds dans G en traversant ses areˆtes, et qui sont capables d’interagir avec leur
environnement. On suppose un ensemble de k > 0 robots. Durant l’exe´cution d’un algorithme, le
nombre de robots ne change pas (i.e., les robots ne peuvent ni disparaitre ni apparaitre dans le
re´seau). Chaque robot posse`de un espace me´moire suffisant pour stocker au moins un identifiant,
donc Ω(log k) bits. Pour u ∈ V , les areˆtes incidentes a` u sont e´tiquete´es par des nume´ros de
port deux-a`-deux distincts, entre 1 et deg(u). Chaque nœud du re´seau posse`de un tableau blanc
qui peut stocker un certain nombre d’information, sur lequel les robots peuvent lire et e´crire. Les
areˆtes sont bidirectionnelles, c’est-a`-dire utilisables dans les deux sens. On conside´rera deux sous-
cas selon qu’une areˆte peut eˆtre traverse´e par deux robots dans les deux sens simultane´ment, ou
uniquement dans un sens a` la fois. Dans le second cas, on dira que l’areˆte est semi-bidirectionnelle.
Une configuration du syste`me est de´finie par l’ensemble des nœuds occupe´s par les robots, l’e´tat
des robots, et l’information contenue dans tous les tableaux blancs. Les informations suivantes sont
accessibles a` un robot r occupant un nœud u du re´seau :
– le nume´ro de port de l’areˆte par laquelle r est arrive´ en u, et le degre´ de u ;
– l’e´tat de chacun des robots pre´sents sur le nœud u en meˆme temps que r ;
– les donne´es stocke´e sur le tableau blanc de u.
En fonction des informations ci-dessus, le robot change d’e´tat, et de´cide possiblement de se
de´placer. Le syste`me est asynchrone. L’adversaire qui mode´lise l’asynchronisme est distribue´, fai-
blement e´quitable (voir Chapitre 1). Les nœuds contenant au moins un robot sont dits activables.
A chaque e´tape atomique, l’adversaire doit choisir un sous-ensemble non vide S ⊆ V de nœuds
activables. (On dit que les nœuds de S sont active´s par l’adversaire). L’algorithme a ensuite la
liberte´ de choisir quel robot est active´ sur chacun des nœuds de S. Autrement dit, en une e´tape
atomique, tous les nœuds choisis par l’adversaire exe´cutent le code d’au moins un robot localise´ sur
chacun d’entre eux. Dans ce cadre, une ronde est de´finie par le temps minimum que mettent tous
les nœuds activables a` eˆtre active´s par l’adversaire.
Ce chapitre e´tudie la re´sistance d’un syste`me de robots aux fautes transitoires, internes et
externes. Pour cela, nous supposons que chaque faute dans le syste`me peut modifier le syste`me
de fac¸on arbitraire, c’est-a`-dire, plus pre´cise´ment, (i) la me´moire (i.e., l’e´tat) des robots (faute
interne), (ii) la localisation des robots (faute externe), et (iii) le contenu des tableaux blancs (faute
externe). Notons que la structure du re´seau est statique, et que, comme nous l’avons dit, il n’y a
pas de modification du nombre de robots. Le mode`le de fautes ci-dessus ge´ne´ralise le mode`le utilise´
dans [74, 80, 13, 49] qui ne conside`re que les fautes externes.
4.2 Les proble`mes du nommage et de l’e´lection
Comme il a e´te´ dit pre´ce´demment, une grande partie de la litte´rature sur les robots supposent
que ces derniers ont des identifiants non corruptibles. Dans notre mode`le, les robots peuvent avoir
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une me´moire errone´e apre`s une faute du syste`me, ce qui implique des valeurs d’identifiants poten-
tiellement errone´es. La capacite´ de redonner aux robots des identifiants deux-a`-deux distincts est
donc indispensable dans un syste`me de robots avec fautes internes.
Le proble`me du nommage est formalise´ de la manie`re suivante : Soit S un syste`me compose´ de
k robots dans un graphe G. Le syste`me S satisfait la spe´cification de nommage si les k robots ont
des identifiants entiers entre 1 et k deux-a`-deux distincts. Le proble`me de l’e´lection et e´quivalent au
proble`me du nommage, identifiant deux a` deux distincts. Il se formalise de la manie`re suivante.Soit S
un syste`me compose´ de k robots dans un graphe G. Le syste`me S satisfait la spe´cification d’e´lection
si un unique robot est dans l’e´tat « leader » et tous les autres robots sont dans l’e´tat « battu ».
The´oreme 1. Blin et al. [24]. Les proble`mes du nommage et de l’e´lection auto-stabilisants sont
e´quivalents meˆme en pre´sence de fautes internes, c’est-a`-dire que k robots avec des identifiants
deux-a`-deux distincts peuvent e´lire un leader, et k robots disposant d’un leader peuvent s’attribuer
des identifiants deux-a`-deux distincts.
La preuve du the´ore`me ci-dessous est dans [24]. Intuitivement, pour re´soudre l’e´lection, on
proce`de de la fac¸on suivantes. Chaque robot effectue un parcours Eule´rien auto-stabilisant du
graphe. A chaque arrive´e sur un nœud, il inscrit son identifiant sur le tableau blanc. Apre`s la
stabilisation des parcours, tous les tableaux blancs ont la liste de tous les identifiants. Le robot avec
l’identifiant maximum peut se de´clarer leader. Re´ciproquement, le principe de l’algorithme est le
suivant. Le leader rL suit un parcours Eule´rien du graphe. Les autres robots proce`dent de fac¸on
a` rejoindre rL en suivant l’information que ce dernier laisse sur les tableaux blancs. rL prend 1
comme identifiant. Lorsqu’un robot r rejoint rL, r reste avec rL et prend comme identifiant le
nombre de robots actuellement avec rL, incluant r et rL.
Tout comme la plupart des re´sultats d’impossibilite´ dans le mode`le discret (cf. Introduction),
les re´sultats d’impossibilite´ relatifs au nommage et a` l’e´lection sont dus a` l’existence de syme´tries
entre les robots impossibles a` briser. Conside´rons par exemple le cas ou` G est un cycle. Supposons
qu’apre`s une de´faillance du syste`me, (i) chaque nœud de G contient un seul robot (i.e., k = n),
(ii) les robots sont tous dans le meˆme e´tat (incluant le fait qu’ils ont le meˆme identifiant), et (iii) les
tableaux blancs son vides. Dans ce cas, l’adversaire pourra activer tous les robots inde´finiment. En
effet, a` chaque activation, les robots effectuent la meˆme action, et tous les robots garderont le meˆme
e´tat, de meˆme que tous les nœuds garderont le meˆme tableau blanc. Par conse´quent, re´soudre le
proble`me de nommage (ou de l’e´lection) de fac¸on de´terministe dans un cycle est impossible, meˆme
dans un environnement synchrone, avec une me´moire infini pour les robots et les tableaux blancs.
Le pre´sence d’areˆtes bidirectionnelles est e´galement un obstacle a` la re´solution du nommage (et
de l’e´lection). Supposons en effet, la pre´sence de deux robots avec la meˆme information a` l’extre´mite´
d’une meˆme areˆte, si les robots peuvent traverser en meˆme temps dans les deux sens cette areˆte,
les robots se croisent sans jamais briser la syme´trie.
4.3 Algorithmes auto-stabilisants pour le nommage
Dans cette section, nous de´crivons tout d’abord un algorithme de´terministe dans un cadre
contournant les deux obstacles mis en e´vidence dans la section pre´ce´dentes, c’est-a`-dire la pre´sence
de cycles et d’areˆtes bidirectionnelles. Nous nous restreignons donc aux arbres dont les areˆtes sont
semi-bidirectionnelles (i.e., non utilisables dans les deux sens en meˆme temps). Dans un second
temps, nous de´crivons un algorithme probabiliste re´alisant le nommage dans tout re´seau (connexe)
avec areˆtes bidirectionnelles.
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4.3.1 Algorithme de´terministe
Soit k robots place´s de fac¸on arbitraire dans un arbre. Nous supposons que les tableaux blancs
peuvent stocker Ω(k(log k + log ∆)) bits, ou` ∆ est le degre´ maximum du graphe. Chaque robot
r a un identifiant entier Idr ∈ [1, k]. Cet entier peut eˆtre corrompu. Sans perte de ge´ne´ralite´, on
suppose que la corruption d’un identifiant pre´serve toutefois l’appartenance a` [1, k].
Succinctement, l’algorithme fonctionne de la manie`re suivante. Chaque nœud stocke dans son
tableau blanc jusqu’a` k paires (identifiant, nume´ro de port). L’e´criture sur chaque tableau blanc
se fait en ordre FIFO afin d’ordonner les e´critures. Lorsqu’une paire est e´crite dans un tableau
contenant de´ja` k paires, la plus ancienne paire est de´truite. Chaque robot effectue un parcours
Eule´rien de l’arbre. Quand un robot r arrive sur un nœud u, il ve´rifie si son identifiant Idr est
pre´sent dans une des paires stocke´es sur le tableau blanc de u, note´ TBu. Si cet identifiant n’est pas
pre´sent, alors le robot inscrit la paire (Idr, p) sur TBu ou` p est le nume´ro de port par lequel r partira
pour continuer son parcours Eule´rien. Si l’identifiant de r est pre´sent dans une paire sur TBu, deux
cas doivent eˆtre conside´re´s. S’il y a de´ja` un robot r′ localise´ en u avec le meˆme identifiant que r,
alors r est active´ et prend un nouvel identifiant, le plus petit identifiant non pre´sent sur le tableau.
Le robot r continue ensuite son parcours Eule´rien, en notant la paire (Idr, p) convenable sur TBu.
Enfin, si r est le seul robot sur u avec identifiant Idr, il teste si la dernie`re areˆte e associe´e a` son
identifiant est l’areˆte par laquelle il est entre´ sur u. Si oui, alors cela est cohe´rent avec un parcours
Eule´rien et r continue ce parcours. Si non, alors r sort de u par l’areˆte e afin de rencontrer le robot
portant le meˆme identifiant que lui, s’il existe, et provoquer ainsi le changement d’identifiant de
l’un des deux.
Afin de prouver la correction de l’algorithme, il convient de noter deux remarques importantes.
D’une part, puisque le re´seau est un arbre et que les areˆtes sont semi-bidirectionnelles, deux robots
posse´dant le meˆme identifiant se retrouveront sur un meˆme nœud en un nombre fini d’e´tapes.
D’autre part, l’espace me´moire de chaque tableau e´tant borne´, est l’e´criture e´tant FIFO, si un
tableau posse`de des informations errone´es, celles-ci finiront par disparaitre en e´tant recouvertes par
des informations correctes.
Pour ce qui est de la complexite´ de l’algorithme, on peut montrer que l’algorithme converge en
O(kn) rondes. Ce temps de convergence de´coule du fait que deux robots portant le meˆme identifiant
mettrons dans le pire des cas O(n) rondes pour se rencontrer.
4.3.2 Algorithme probabiliste
L’approche probabiliste permet de conside´rer le cadre ge´ne´ral de graphes arbitraires avec liens
bidirectionnels. De fait, il est tre`s simple d’obtenir une solution, sans meˆme utiliser de tableaux
blancs sur les nœuds. Chaque robot se de´place suivant une marche ale´atoire uniforme. Lorsque
plusieurs robots se rencontrent, ils s’ignorent s’ils ont des identifiants diffe´rents. Deux robots ayant
le meˆme identifiant se rencontrant sur un nœud choisissent chacun un nouvel identifiant de manie`re
ale´atoire uniforme entre 1 et k.
Pour prouver la convergence, nous conside´rons le cas d’une configuration initiale dans laquelle
deux robots ont le meˆme identifiant. Il est connu [127] que la marche ale´atoire non biaise´e implique
que les deux robots se rencontreront en au plus O(n3) rondes. Lorsque deux robots ayant le meˆme
identifiant se rencontrent, les robots ont chacun une probabilite´ au moins 1k de choisir un identifiant
utilise´ par aucun autre robot. L’algorithme probabiliste donc a un temps de stabilisation de O(kn3).
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4.4 Perspectives
Les travaux pre´sente´s dans ce chapitre sont les premiers a` conside´rer la conception d’algorithmes
auto-stabilisants pour des robots susceptibles de subir des pannes internes, en plus des pannes
externes usuellement traite´es dans la litte´rature. Nous avons montre´ qu’il e´tait possible sous ces
hypothe`ses de re´aliser le nommage et l’e´lection dans les arbres en de´terministe, et dans tous les
graphes en probabiliste.
La restriction aux arbres, dans le cas de´terministe, est motive´e par les syme´tries pouvant eˆtre
induites par la pre´sence de cycles. Une piste de recherche e´vidente consiste donc a` conside´rer le cas
des graphes avec cycles mais suffisamment « asyme´triques » pour permettre le nommage.
Par ailleurs, le nommage et l’e´lection ne sont inte´ressants qu’en tant que briques e´le´mentaires
pour la re´alisation de taˆches plus e´labore´es, comme le rendez-vous ou la recherche d’intrus. Conce-
voir des algorithmes base´s sur ces briques e´le´mentaires demande de composer avec soin des algo-
rithmes auto-stabilisants pour des robots. Si la composition d’algorithmes auto-stabilisants pour
les re´seaux est maintenant bien comprise, il n’en va pas ne´cessairement de meˆme dans le cadre
de l’algorithmique pour entite´s mobiles. L’e´tude de la composition d’algorithmes auto-stabilisants
pour entite´s mobiles est a` ma connaissance un proble`me ouvert.
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Chapitre 5
Auto-organisation dans un mode`le a`
vision globale
Le chapitre pre´ce´dent e´tait consacre´ a` un mode`le dans lequel les robots n’avaient qu’une vision
« locale » du syste`me (chacun n’a acce`s qu’aux informations disponibles sur le nœud sur lequel il
se trouve). Ce chapitre est consacre´ a` un mode`le dans lequel les robots ont une vision « globale »
du syste`me. Le chapitre conside`re le mode`le CORDA (asynchronisme) dans un mode`le discret
(re´seau). Il a pour objectif d’identifier les hypothe`ses minimales ne´cessaires a` la re´alisation de
taˆches complexes de fac¸on auto-stabilisante. Mes contributions dans ce cadre ont e´te´ re´alise´es en
collaboration de A. Milani, M. Potop-Butucaru et de S. Tixeuil [18].
La premie`re section de ce chapitre est consacre´e a` un bref e´tat de l’art des algorithmes conc¸us
pour le mode`le CORDA discret. Un mode`le minimale est ensuite formalise´, dans la section suivante.
La taˆche algorithmique utilise´e pour la compre´hension de ce mode`le est l’exploration perpe´tuelle,
de´finie comme suit. La position initiale des robots est arbitraire — elle peut re´sulter par exemple
d’une faute du syste`me. Partant de cette position initiale, les robots doivent agir de fac¸on a` ce que
chaque nœud du re´seau soit visite´ infiniment souvent par chacun des robots. La section 5.3 est ainsi
consacre´e a` e´tablir des bornes infe´rieures et supe´rieures sur le nombre de robots pouvant re´aliser
l’exploration perpe´tuelle dans l’anneau. La section 5.4 re´sume quant a` elle une de nos contributions
principales, a` savoir deux algorithmes d’exploration utilisant respectivement un nombre minimal et
maximal de robots. La dernie`re section liste quelques perspectives sur le mode`le CORDA et sur le
proble`me de l’exploration perpe´tuelle.
La contribution de ce chapitre a` l’auto-organisation d’un syste`me de robots est donc double,
– d’une part, la mise en e´vidence d’un mode`le « minimaliste » n’ajoutant aucune hypothe`se non
inhe´rente a` l’esprit d’un mode`le observation-calcul-de´placement tel que le mode`le CORDA ;
– d’autre part, la conception d’algorithmes pour les robots cre´ant et maintenant des asyme´tries
entre les positions de ces robots permettant de donner une « direction » a` l’exploration en
l’absence de re´fe´rences exte´rieurs (nume´ro de ports, identifiant des nœuds, sens de direction,
etc.).
5.1 Etat de l’art des algorithmes dans le mode`le CORDA discret
Une grande partie de la litte´rature sur l’algorithmique de´die´e a` la coordination de robots dis-
tribue´s conside`re que les robots e´voluent dans un espace euclidien continu a` deux dimensions. Les
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sujets essentiellement traite´s dans ce domaine sont la formation de patterns (cercle, carre´, etc.), le
regroupement, l’e´parpillement, le rendez-vous, etc. Nous renvoyons a` [123, 34, 7, 57, 63, 132] pour
des exemples de re´solutions de tels proble`mes. Dans cadre continu, le mode`le suppose que les robots
utilisent des capteurs visuels posse´dant une parfaite pre´cision qui permettent ainsi de localiser la
position des autres robots. Les robots sont e´galement suppose´s capables de se de´placer. Les de´pla-
cements sont souvent suppose´s ide´aux, c’est-a`-dire sans de´viation par rapport a` une destination
fixe´e.
Ce mode`le est critiquable car la technologie actuelle permet difficilement de le mettre en oeuvre.
Les capteurs visuels et les de´placements des robots sont en effet loin d’eˆtre parfaits. La tendance
ces dernie`res anne´es a donc e´te´ de de´placer le cadre d’e´tude du mode`le continu au mode`le discret.
Dans le mode`le discret, l’espace est divise´ en un nombre fini d’emplacements mode´lisant une
pie`ce, une zone de couverture d’une antenne, un acce`s a` un baˆtiment, etc. La structure de l’espace
est ide´alement repre´sente´e par un graphe ou` les nœuds du graphe repre´sentent les emplacements
qui peuvent eˆtre de´tecte´s par les robots, et ou` les areˆtes repre´sentent la possibilite´ pour un robot
de se de´placer d’un emplacement a` un autre. Ainsi, le mode`le discret facilite a` la fois le proble`me
de la de´tection et du de´placement. Au lieu de devoir de´tecter la position exacte d’un autre robot,
il est en effet plus aise´ pour un robot de de´tecter si un emplacement est vide ou s’il contient un
ou plusieurs autres robots. En outre, un robot peut plus facilement rejoindre un emplacement que
rejoindre des coordonne´es ge´ographiques exactes. Le mode`le discret permet e´galement de simplifier
les algorithmes en raisonnant sur des structures finies (i.e, des graphes) plutoˆt que sur des structures
infinies (le plan ou l’espace 3D). Il y a cependant un prix a` payer a` cette simplification. Comme
l’ont note´ la plupart des articles relatifs a` l’algorithmique pour les entite´s mobiles dans le mode`le
discret [94, 93, 59, 60, 47], le mode`le discret est livre´e avec le couˆt de la syme´trie qui n’existe pas
dans le mode`le continu ou` les robots posse`dent leur propre syste`me de localisation (e.g., GPS et
boussole). Ce chapitre est consacre´ a` l’e´tude du mode`le discret, et en particulier a` la conception
d’algorithmes auto-stabilisant s’exe´cutant correctement en de´pit des syme´tries potentielles.
Un des premiers mode`les pour l’e´tude de l’auto-organisation de robots distribue´s, appelle´ SYm,
a e´te´ propose´ par Suzuki et Yamashita [122]. Dans le mode`le SYm, les robots n’ont pas d’e´tat
(ils n’ont donc pas de me´moire du passe´), et fonctionne par cycle e´le´mentaire synchrone. Un cycle
e´le´mentaire est constitue´ des trois actions atomiques synchrones suivantes : observation, calcul,
de´placement (« Look-Compute-Move » en anglais). Autrement dit, a` chaque cycle, chaque robot
observe tout d’abord les positions des autres robots (les robots sont suppose´s capables de « voir »
les positions de tous les autres robots), puis il calcule le de´placement qu’il doit effectuer, et enfin
il se de´place selon ce de´placement. Le mode`le CORDA [62, 111] peut se de´finir comme la variante
asynchrone du mode`le SYm. Il reprend toutes les hypothe`ses du mode`le SYm mais il suppose
que les robots sont asynchrones. La litte´rature traitant de l’auto-organisation de robots dans un
mode`le du type « observation-calcul-de´placement » utilise presque syste´matiquement une variante
de SYm ou de CORDA. Le mode`le peut en particulier supposer la pre´sence ou non d’identifiants
distincts affecte´s aux robots, la capacite´ de stockage d’information par les robots et/ou les nœuds
du re´seau dans lequel ils se de´placent, la pre´sence ou non d’un sens de la direction attribue´ au
robots, la possibilite´ ou non d’empiler des robots, etc. Ce sont autant d’hypothe`ses qui influent sur
la capacite´ d’observer, de calculer et de se de´placer.
A ma connaissance, tous les articles traitant du mode`le CORDA discret enrichissent ce mode`le en
supposant des hypothe`ses supple´mentaires, comme par exemple la pre´sence d’identifiants distincts,
ou d’un sens de direction.
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Dans les mode`les SYm et CORDA, l’ensemble des positions des robots de´termine une configu-
ration du syste`me. Une photographie instantane´e (« snapshot » en anglais), ou simplement photo,
du syste`me a` l’instant t par un robot est la configuration du syste`me a` cet instant t. La phase
d’observation exe´cute´ par un robot consiste a` prendre une photo de la position des autres robots.
Durant sa phase de calcul, chaque robot calcule son action en fonction de la dernie`re photo prise.
Enfin, dans sa phase de´placement, chaque robot se de´place en traversant une seule areˆte incidente
au nœud courant. Cette areˆte est de´termine´e durant la phase de calcul. En pre´sence de nume´ro de
ports, ou d’un sens de direction, e´tablir la correspondance entre une areˆte identifie´e sur la photo et
l’areˆte re´elle a` emprunter est direct. Nous verrons dans la section suivante que l’absence de nume´ro
de port et de sens de direction n’empeˆche pas d’e´tablir cette correspondance.
Dans le cadre du mode`le CORDA discret, les deux proble`mes les plus e´tudie´s sont sans doute
le regroupement [94, 93] et l’exploration, dans ses versions avec arreˆt [59, 60, 47, 30, 61] et perpe´-
tuelle [11]. La taˆche de regroupement demande aux robots de se re´unir en un nœud du re´seau ; la
taˆche d’exploration demande aux robots de visiter chaque nœud du re´seau. Ce chapitre se focalise
uniquement sur la taˆche d’exploration.
Dans l’exploration avec arreˆt, le fait que les robots doivent s’arreˆter apre`s avoir explore´ tous les
nœuds du re´seau requiert de leur part de se « souvenir » quelle partie du re´seau a e´te´ explore´e. Les
robots doivent donc eˆtre capable de distinguer les diffe´rentes e´tapes de l’exploration (nœud explore´
ou pas, areˆte traverse´e ou pas, etc.) bien qu’ils n’aient pas de me´moire persistante. La syme´trie des
configurations est le principal proble`me rencontre´ dans le mode`le discret. C’est pourquoi la plupart
des articles du domaine se sont dans un premier temps restreints a` l’e´tude de re´seaux particuliers
tels que les arbres [61] et les cycles [59, 94, 93, 47, 61]. Dans [30], les auteurs conside`rent les re´seaux
quelconques mais supposent que les positions initiales des robots sont asyme´triques.
Une technique classique pour e´viter la pre´sence de syme´trie est d’utiliser un grand nombre de
robots pour cre´er des groupes de robots de taille diffe´rentes et donc asyme´triques. Une mesure
de complexite´ souvent conside´re´e est donc le nombre minimum de robots requis pour explorer un
re´seau donne´. Pour les arbres a` n nœuds, Ω(n) robots sont ne´cessaires [60] pour l’exploration avec
arreˆt, meˆme si le degre´ maximum est 4. En revanche, pour les arbres de degre´ maximum 3, un
nombre de robots exponentiellement plus faible, O(log n/ log log n), est suffisant. Dans un cycle de
n nœuds, l’exploration avec arreˆt par k robots est infaisable si k|n, mais faisable si pgcd(n, k) = 1
avec k ≥ 17 [59]. En conse´quence, le nombre de robots ne´cessaire et suffisant pour cette taˆche est
Θ(log n) dans le cycle. Enfin, dans [30], les auteurs proposent un algorithme d’exploration avec arreˆt
dans un re´seau quelconque avec des areˆtes e´tiquete´es par des nume´ro de ports, pour un nombre
impair de robots k ≥ 4.
Dans [11], les auteurs re´solvent le proble`me de l’exploration perpe´tuelle dans une grille partielle
anonyme (c’est-a`-dire une grille anonyme a` laquelle un ensemble de nœuds et d’areˆtes ont e´te´
supprime´s). Cet article introduit la contrainte d’excusivite´ mentionne´e pre´ce´demment, qui stipule
qu’au plus un robot peut occuper le meˆme nœud, ou traverser la meˆme areˆte. Un certain nombre
de travaux utilisent des « tours » de robots pour casser la syme´trie (voir [59]). La contrainte
d’exclusivite´ interdit ce type de strate´gies. Nos contributions personnelles conside`rent e´galement la
contrainte d’exclusivite´ mais, contrairement a` [11], les robots n’ont pas de sens de la direction.
44 Chapitre 5 : Auto-organisation dans un mode`le a` vision globale
(a) (r2, f2,r1, fz) (b) (r1, f1,r1, f2,r1, fz−1)
Figure 5.1 – Photos
5.2 Un mode`le global minimaliste pour un syste`me de robots
Ce chapitre se focalise sur le mode`le CORDA dans sa version e´le´mentaire, sans hypothe`se
supple´mentaire. Les robots n’ont donc pas d’e´tat, sont totalement asynchrones, ont une vision
globale du syste`me (graphe et robots), et sont capable de calculer et de de´placer. En revanche, il ne
sont munis d’aucune information supple´mentaire. En particulier, ils sont anonymes, ne posse`dent
pas de moyen de communication direct, et n’ont pas de sens de direction (ils ne peuvent donc pas
distinguer la droite de la gauche, ou le nord du sud). Egalement, les nœuds sont anonymes, et les
areˆtes ne posse`dent pas de nume´ro de port. En terme de de´placement, il ne peut y avoir qu’au
plus un robot par nœud, et une areˆte ne peut eˆtre traverse´e que par un seul robot a` la fois (pas de
croisement, i.e., areˆte semi-bidirectionnelle). Un algorithme ne respectant ces dernie`res spe´cifications
relatives au nombre de robots par nœuds et aux croisements le long des areˆtes entraine une collision,
et sera conside´re´ incorrecte. Dans de telles conditions minimalistes, les robots ne collaborent que
par l’interme´diaire de leurs positions qui dictent leurs actions a` chacun. Spe´cifions pre´cise´ment le
mode`le CORDA discret pour un anneau et pour une chaˆıne, selon les principes e´tablis dans [18]. Les
robots sont asynchrones, anonymes, silencieux (ils ne posse`dent pas de moyen de communication
direct), sont sans e´tat (pas de me´moire du passe´, « oblivious » en anglais), et n’ont aucun sens de
la direction. L’asynchronisme est mode´lise´ par un adversaire qui de´cide quel robot, ou quel sous-
ensemble de robots, est active´ parmi les robots activables par l’algorithme. Les robots sont soumis
a` la contrainte d’exclusivite´.
Afin de simplifier notre propos, nous avons besoin de formaliser la notion de photo pre´sente´e
pre´ce´demment. Une photo S (pour « snapshot ») impliquant k robots dans un anneau a` n nœuds,
est une se´quence non oriente´e (circulaire dans le cas du cycle) de symboles r et f indexe´s par des
entiers : ri signifie que i nœuds conse´cutifs sont occupe´s par des robots, et fj signifie que j nœuds
conse´cutifs sont non occupe´s. Par exemple, la photo S = (ri1 , fj1 , . . . ,ri` , fj`) de´crit le cas ou` k
robots sont divise´s en ` groupes, et, pour m = 1, . . . , ` le m-e`me groupe de robots occupe im nœuds
conse´cutifs dans l’anneau, et les m-e`me et (m+ 1)-e`me groupes de robots sont se´pare´s par jm ≥ 1
nœuds libres. Le re´sultat d’une observation par un robot r est une photo S = (ri1 , fj1 , . . . ,ri` , fj`).
Le calcul effectue´ par ce robot re´sulte en une autre photo S′ a` atteindre par un unique de´placement
effectue´ par r ou par un autre robot. Un algorithme sera donc de´fini par un ensemble de transitions
entre photos S → S′ spe´cifiant la configuration S′ image de S, pour chaque S. Par exemple, la
transition
(r2, f2,r1, fn−5)→ (r1, f1,r1, f2,r1, fn−6)
stipule que le robot du groupe de deux robots a` coˆte´ de n−5 nœuds libres (voir Figure 5.1(a)) doit
se de´placer d’un cran vers ces n− 5 nœuds libres (voir Figure 5.1(b)).
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(a) (r1, fz) (b) (r1, fz)
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Figure 5.2 – Cas d’impossibilite´ avec un robot, ou avec un nombre pair de robots
5.3 Re´sultat d’impossibilite´s
Les re´sultats d’impossibilite´s que nous avons obtenus dans [18] sont re´sume´s dans cette section.
Ils re´sultent de la mise en e´vidence de cas de syme´trie qu’il est impossible de briser dans le mode`le
CORDA discret minimaliste que nous utilisons. Soit r un robot sur une chaˆıne, et soit u un nœud a`
l’extre´mite´ de cette chaˆıne. Soit v le nœud voisin de u. Tout algorithme d’exploration doit spe´cifier a`
r localise´ sur v d’aller en u car sinon u ne serait jamais explore´. Il en re´sulte que si r est initialement
place´ en v alors le fait que le robot soit sans e´tat implique que l’adversaire pourra syste´matiquement
ordonner le de´placement de r de v vers u et de u vers v, inde´finiment, et le reste de la chaˆıne ne sera
jamais explore´e. (Notons que cette impossibilite´ n’est pas ve´rifie´e dans le cas ou` le robot aurait un
sens de direction, ou dans le cas de l’existence de nume´ros de port. En effet, dans les deux cas, la
fonction de transition est de la forme (S, d)→ (S′, d′) ou` d et d′ sont soit des nume´ros de port, soit
des directions.) L’exploration perpe´tuelle d’une chaˆıne par k > 1 robots est impossible, simplement
parce que les robots n’ont aucun moyen de se croiser du fait de la contrainte d’exclusivite´.
Partant du fait que l’exploration perpe´tuelle est impossible dans une chaˆıne, il est naturel
des s’inte´resser par la suite a` l’exploration perpe´tuelle dans un anneau et aux cas d’impossibilite´
dans cette topologie. L’impossibilite´ d’explorer l’anneau avec un unique robot est illustre´e sur
les figures 5.2(a) et 5.2(b). L’impossibilite´ d’explorer l’anneau avec un nombre pair de robots est
illustre´e sur les figures 5.2(c)-5.2(e). De meˆme, il est simple de montrer qu’explorer l’anneau de n
nœuds avec k robots, n− 4 ≤ k ≤ n, est impossible. Nous avons montre´ dans [18] qu’en revanche,
k = 3 et k = n−5 sont des valeurs universelles, c’est-a`-dire que pour n assez grand, et non multiple
de k, l’exploration perpe´tuelle de l’anneau a` n nœuds est possible avec k robots, quelle que soit la
configuration initiale.
De´terminer la valeur minimale de n pour laquelle 3 robots peuvent effectuer l’exploration perpe´-
tuelle de l’anneau a` n nœuds requiert une e´tude de cas spe´cifique. Nous montrons que cette valeur
est 10. En utilisant le re´sultat de Flocchini et al. [59] qui stipule en particulier qu’il est impossible
d’explorer un anneau de n nœuds avec un nombre de robots k divisant n nous pouvons diminuer
le nombre de cas a` traiter a` n = 4, 5, 7, 8. Nous avons introduit la notion de pellicule. Une pellicule
repre´sente toutes les photos possibles pour un nombre de nœuds et de robots fixe´s, ainsi que tous
les mouvements possibles entre ces photos (voir la figure 5.3(a) pour un anneau avec 7 nœuds et 3
robots). Nous avons prouve´ qu’une pellicule peut-eˆtre re´duite a` un sous-ensemble de photos parti-
culie`res en supprimant les photos qui sont trivialement un obstacle a` l’exploration perpe´tuelle (voir
la figure 5.3(b) pour un anneau avec 7 nœuds et 3 robots). Par exemple, les photos permettant a`
l’adversaire de forcer le robot a` effectuer un « ping-pong » perpe´tuel entre deux nœuds peuvent
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(a) Pellicule G7,3 pour 7 nœuds et 3 robots
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(b) Re´duction de la pellicule G7,3
Figure 5.3 – Pellicules et re´ductions
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Figure 5.4 – Dans la pellicule G7,3, le nœud gris n’est jamais visite´
eˆtre trivialement supprime´es. Une fois cette re´duction faite, il reste a` analyser la sous-pellicule res-
tante. Cela est effectue´ en simulant les de´placements induits par les photos de cette sous-pellicule.
Ainsi dans le cas d’un anneau a` sept nœuds, on montre qu’il n’existe pas d’algorithme de´terministe
permettant la visite perpe´tuelle par trois robots (voir figure 5.4).
On proce`de de meˆme dans le cas des anneaux a` 4, 5, ou 8 nœuds pour 3 robots. Dans le cas de
4 ou 5 nœuds, la re´duction re´sulte en une sous-pellicule vide. Dans le cas de 8 nœuds la re´duction
re´sulte en la meˆme sous-pellicule que celle obtenue pour 7 nœuds. Il est donc impossible de faire
l’exploration d’un anneau de moins de dix nœuds avec exactement trois robots.
5.4 Algorithme d’exploration perpe´tuelle
Dans cette section, nous montrons tout d’abord qu’il existe un algorithme d’exploration perpe´-
tuelle pour trois robots dans un anneau de n nœuds, avec n ≥ 10 et n diffe´rent d’un multiple de
trois. Nous de´crivons ensuite un algorithme de´terministe permettant de faire l’exploration perpe´-
tuelle avec n− 5 robots dans un anneau de n nœuds, ou` n > 10 et k est impair.
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Figure 5.5 – Exploration perpe´tuelle avec 3 robots
5.4.1 Algorithme utilisant un nombre minimum de robots
Notre algorithme traite diffe´remment deux types de photos : les photos du re´gime permanent,
et les photos du re´gime transitoire. Les premie`res sont appele´es photos permanentes, et les secondes
photos transitoires.
Les photos permanentes pre´sentent une asyme´trie des positions des robots qui permet de donner
une « direction » a` l’exploration (sens des aiguilles d’une montre, ou sens inverse des aiguilles
d’une montre). Cette asyme´trie est cre´e´e a` la fois par les groupes de robots (place´s sur des nœuds
conse´cutifs) et par les groupes de nœuds libres. Notre algorithme assure que la meˆme asyme´trie sera
maintenue tout au long de son exe´cution dans le re´gime permanent. Dans ce re´gime, l’algorithme
pre´serve une formation en deux groupes de robots, l’un constitue´ par un robot et l’autre par deux
robots. Le robot seul, note´ rC (abusivement, car les robots n’ont pas d’identifiant), sera toujours
se´pare´ par au moins deux nœuds libres des autres robots. Dans l’algorithme, rC avance dans la
direction indique´e par un plus grand nombre de nœuds libres. Les deux autres robots, rB et rA,
avancent vers dans la direction indique´e par un plus petit nombre de nœuds libres. Leur objectif
est de rejoindre le robot rC (voir figure 5.5). Plus formellement, notre algorithme d’exploration
perpe´tuelle en re´gime permanent est de´crit ci-dessous. Il a l’avantage de ne rendre activable qu’un
seul robot a` chaque e´tape, ce qui force le choix de l’adversaire. Dans cet algorithme parame`tre´ par
z, on suppose que z 6= {0, 1, 2, 3}.
Algorithme d’exploration perpe´tuelle avec un nombre minimum de robots
S◦2 = (r2, f2,r1, fz) → S◦3 = (r1, f1,r1, f2,r1, fz−1)
S◦3 = (r1, f1,r1, f2,r1, fz) → S◦2 = (r2, f3,r1, fz)
S◦2 = (r2, f3,r1, fz) → S◦2 = (r2, f2,r1, fz+1)
Les photos transitoires ne´cessitent un traitement spe´cifique. Le nombre de robots e´tant limite´
a` 3, le nombre de photos transitoires est limite´ a` 5. Graˆce a` la pellicule Gn,3, nous avons pu
construire un algorithme de convergence pour passer du re´gime transitoire au re´gime permanent.
Cet algorithme est de´crit ci-dessous (voir aussi la figure 5.6) . Notons que, dans le cas S•1, l’adversaire
a le choix d’activer un ou deux robots, ce qui est de´licat a` traiter.
Algorithme de convergence avec un nombre minimum de robots .
S•2 = (r2, fy,r1, fz) → S•2 = (r2, fy−1,r1, fz+1) avec y < z, (y, z) 6∈ {1, 2, 3}
S•3 = (r1, fx,r1, fy,r1, fy) → S•3 = (r1, fx,r1, fy−1,r1, fy+1) avec x 6= y 6= 0
S•3 = (r1, fx,r1, fy,r1, fz) → S•3 = (r1, fx−1,r1, fy,r1, fz+1) avec x < y < z
S•1 = (r3, fz) → S•2 = (r2, f1,r1, fz−1) quand 1 robot active´
→ S•3 = (r1, f1,r1, f1,r1, fz−2) quand 2 robots sont active´s
S•2 = (r2, f1,r1, fz) → S◦2 = (r2, f2,r1, fz−1)
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Figure 5.6 – Pellicule avec 3 robots repre´sentant les photos permanentes et transitoires, ainsi que leur
convergence
5.4.2 Algorithme utilisant un nombre maximum de robots
Dans cette partie, nous de´crivons succinctement l’algorithme d’exploration perpe´tuelle par un
nombre maximum de robots, a` savoir k = n − 5 robots pour k impair, k > 3 et n mod k 6= 0.
Comme pour le nombre minimum de robots, l’algorithme pre´sente un re´gime transitoire et un re´gime
permanent. Malheureusement, la phase transitoire implique un nombre de photos (transitoires) tre`s
importants. De surcroˆıt, le nombre de photos transitoires pour lesquelles l’adversaire peut choisir
d’activer plus d’un robot est e´galement tre`s important. Le manque de place nous empeˆche de de´crire
ici l’algorithme de passage du re´gime transitoire au re´gime permanent.
L’ide´e principale de l’algorithme en re´gime permanent est de cre´er la meˆme asyme´trie que dans
l’exploration perpe´tuelle avec 3 robots. Toutefois, dans le cas pre´sent, les roˆles des nœuds libres et
des robots sont inverse´s. Ainsi, l’algorithme maintient deux ou trois groupes de nœuds libres, et
deux ou trois groupes de robots (voir la figure 5.7). Par exemple, conside´rons une photo S1 indiquant
deux groupes de robots, l’un constitue´ de deux robots, et l’autre constitue´ de n − 7 robots. Ces
deux groupes sont se´pare´s d’un coˆte´ par trois nœuds libres, et de l’autre par deux nœuds libres. Le
robot appartenant au plus grand groupe de robots rejoint alors le groupe de deux robots a` travers
les trois nœuds libres. Ensuite, le robot appartenant maintenant au groupe de trois robots rejoint
le grand groupe de robots a` travers les deux nœuds libres. La configuration obtenue sera identique
a` celle de la photo S1. Le processus peut donc eˆtre re´pe´te´ inde´finiment.
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Figure 5.7 – Exploration perpe´tuelle utilisant un nombre maximum de robots
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5.5 Perspectives
Les travaux pre´sente´s dans ce chapitre sont les premiers a` conside´rer la conception d’algorithmes
auto-stabilisants pour les robots dans le mode`le CORDA sans hypothe`se supple´mentaire. Nous
avons montre´ qu’il est possible, sous certaines conditions e´le´mentaires liant la taille de l’anneau au
nombre de robots, de re´aliser l’exploration perpe´tuelle dans tout anneau, de fac¸on de´terministe. Le
choix de l’anneau est motive´ par le fait que, malgre´ sa simplicite´, son e´tude permet de mettre en
e´vidence des techniques de´ja` sophistique´es. Il n’en reste pas moins qu’une piste de recherche e´vidente
consiste a` conside´rer des familles de re´seaux plus complexes, comme les grilles et les tores, voire
des re´seaux quelconques. Par ailleurs, il serait e´videmment inte´ressant d’e´tudier le regroupement
dans le mode`le CORDA discret avec contrainte d’exclusivite´. Notons ne´anmoins qu’il n’est meˆme
pas clair comment de´finir ce proble`me dans ce cadre. On pourrait imaginer le regroupement sur
un sous-re´seau connexe du re´seau initial, mais d’autres de´finitions sont possibles, potentiellement
incluant la formation de formes spe´cifiques (chemin, anneau, etc.).
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Chapitre 6
Perspectives de recherche
Ce document fournit un re´sume´ de mes principales contributions re´centes a` l’auto-stabilisation,
aussi bien dans le cadre des re´seaux que dans celui des entite´s mobiles. Chacun des chapitres a
liste´ un certain nombre de proble`mes ouverts et de directions de recherche spe´cifiques a` chacune
des the´matiques aborde´es dans le chapitre. Dans cette dernie`re partie du document, je de´veloppe
des perspectives de recherche ge´ne´rales, a` longs termes, autour des compromis entre l’espace utilise´
par les nœuds, le temps de convergence de l’algorithme, et la qualite´ de la solution retourne´e par
l’algorithme.
Plusieurs parame`tres peuvent en effet eˆtre pris en compte pour mesurer l’efficacite´ d’un al-
gorithme auto-stabilisant, dont en particulier le temps de convergence et la complexite´ me´moire.
L’importance du temps de convergence vient de la ne´cessite´ e´vidente pour un syste`me de retour-
ner le plus rapidement possible dans un e´tat valide apre`s une panne. La ne´cessite´ de minimiser
la me´moire vient, d’une part, de l’importance grandissante de re´seaux tel que les re´seaux de cap-
teurs qui ont des espaces me´moires restreints et, d’autre part, de l’inte´reˆt de minimiser l’e´change
d’information et le stockage d’information afin de limiter la corruption.
La minimisation de la me´moire peut se concevoir au de´triment d’autres crite`res, dont en parti-
culier le temps de convergence, et la qualite´ de la solution espe´re´e. Mes perspectives de recherche
s’organisent autour de deux axes :
– compromis me´moire - temps de convergence ;
– compromis me´moire - qualite´ de la solution.
Ces deux axes sont bien e´videmment comple´mentaires, et peuvent avoir a` eˆtre imbrique´s. Dans un
but de simplicite´ de la pre´sentation, ils sont toutefois de´crits ci-dessous de fac¸on inde´pendantes.
6.1 Compromis me´moire - temps de convergence
Nous avons vu par exemple dans le chapitre 2 que, pour le cas de la construction d’un arbre
couvrant de poids minimum, un certain compromis espace-temps peut eˆtre mis en e´vidence. Nous
avons en effet conc¸u un algorithme en temps de convergence O(n2) utilisant une me´moire O(log2 n)
bits en chaque nœud, mais nous avons montre´ qu’au prix d’une augmentation du temps en O(n3),
il est possible de se limiter a` une me´moire O(log n) bits par nœud. C’est pre´cise´ment ce type de
compromis que nous cherchons a` mettre en e´vidence 1.
Nous comptons aborder le compromis me´moire - temps de convergence selon deux approches.
1. Notons qu’un meilleurs compromis a e´te´ trouve´ recemment [99].
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D’une part, nous allons conside´rer un grand nombre de proble`mes dans le cadre de l’optimisation
de structures couvrantes, afin d’e´tudier si le compromis mis en e´vidence pour le proble`me de l’arbre
couvrant de poids minimum peut s’observer dans d’autres cadres. Le proble`me sur lequel nous
comptons focaliser nos efforts est celui de la construction de spanners, c’est-a`-dire de graphes
partiels couvrants. Les spanners sont principalement caracte´rise´s par leur nombre d’areˆtes et leur
facteur d’e´longation. Ce dernier parame`tre est de´fini par le maximum, pris sur toutes les paires de
nœuds (u, v), du rapport entre la distance distG(u, v) entre ces deux nœuds dans le re´seau G et la
distance distS(u, v) entre ces meˆmes nœuds dans le spanner S :
e´longation = max
u,v
distS(u, v)
distG(u, v)
.
La litte´rature sur les spanners a pour objectif le meilleur compromis entre nombre d’areˆtes et
e´longation, selon des approches centralise´es ou re´parties. Dans [4], un algorithme re´parti est ainsi
propose´, construisant pour tout k ≥ 1, un spanner d’e´longation 2k − 1 avec un nombre d’areˆtes
O(n1+1/k). Nous avons pour but de reprendre cette approche, mais dans un cadre auto-stabilisant.
Est-il possible de concevoir des algorithmes auto-stabilisants offrant les meˆmes performances que
celles ci-dessus ? Quelle est l’espace me´moire requis pour ce type d’algorithmes (s’ils existent) ?
Peut-on mettre en e´vidence des compromis espace - e´longation - nombre d’areˆtes ? Ce sont autant
de questions que nous comptons aborder dans l’avenir.
D’autre part, nous avons e´galement pour souhait la mise en e´vidence de bornes infe´rieures.
L’e´tablissement de bornes infe´rieures non-triviales est un des de´fis de l’informatique (cf. P versus
NP). Le cadre du re´parti et de l’auto-stabilisation ne simplifie pas force´ment la difficulte´ de la taˆche,
mais certaines restrictions, comme imposer aux algorithmes de satisfaire certaines contraintes de
terminaison (par exemple d’eˆtre silencieux), semble permettre l’obtention de bornes non-triviales
(voir [53]).
6.2 Compromis me´moire - qualite´ de la solution
Nous avons e´galement pour objectif l’e´tude du compromis entre l’espace me´moire utilise´ par un
algorithme et le rapport d’approximation qu’il garantit pour un proble`me d’optimisation donne´.
Ces dernie`res anne´es, diffe´rents types de compromis ont fait l’objet de recherches intensives. La
the´orie des algorithmes d’approximation est base´e sur un tel compromis. Celle-ci a e´te´ de´veloppe´e
autour de l’ide´e que, pour certains proble`mes d’optimisation NP-difficiles, il est possible de produire
de bonnes solutions approche´es en temps de calcul polynomial. Nous nous proposons d’e´tudier le
compromis entre l’espace me´moire utilise´ et le rapport d’approximation dans le cas des algorithmes
auto-stabilisants, dont les nœuds sont restreints a` utiliser un espace limite´.
Dans le cas de la construction d’arbres, la plupart des algorithmes re´partis de la litte´rature
se focalisent sur des algorithmes dont les caracte´ristiques sont a` un facteur d’approximation ρ
de l’optimal, ou` ρ est proche du meilleur facteur connu pour un algorithme se´quentiel. C’est,
par exemple, le cas de la construction d’arbres de Steiner (ρ = 2), ou d’arbres de degre´ minimum
(OPT+1). Cette approche, satisfaisante du point de vue des performances en terme d’optimisation,
peut se re´ve´ler tre`s couˆteuse en me´moire dans un cadre auto-stabilisant. Pour optimiser la me´moire,
il pourrait se re´ve´ler plus efficace de relaxer quelque peu le facteur d’approximation. C’est cette
voie que je me propose d’e´tudier dans l’avenir.
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Research perspectives (in English)
This document has summarized my recent contributions in the field of self-stabilization, within
the networking framework as well as within the framework of computing with mobile entities.
Each chapter has listed open problems, and some specific research directions related to the topics
addressed in the chapter. In this last chapter of the document, I am going to develop general long
term research perspectives organized around the study of tradeoffs between the memory space used
by nodes, the convergence time of the algorithm, and the quality of the solution returned by the
algorithm.
Several parameters can be taken into account for measuring the efficiency of a self-stabilizing
algorithm, among which the convergence time and the memory space play an important role. The
importance of the convergence time comes from the evident necessity for a system to return to a
valid state after a fault, as quickly as possible. The importance of minimizing the memory space
comes from, on one hand, the growing importance of networks, such as sensor networks, which
involve computing facilities subject to space constraints, and, on the other hand, the minimization
of the amount of information exchange and storage, in order to limit the probability of information
corruption.
Minimizing the memory space can be achieved, though potentially to the detriment of other
criteria, among which the convergence time, and the quality of the returned solution. My research
perspectives thus get organized around two main subjects :
– tradeoff between memory size and convergence time ;
– tradeoff between memory size and quality of solutions.
These two subjects are obviously complementary, and thus must not be treated independently from
each other. Nevertheless, for the sake of simplifying the presentation, they are described below as
two independent topics.
Tradeoff between memory size and convergence time
As we have seen in Chapter 2, in the case of MST construction, some space-time tradeoffs can
be identified. We have indeed conceived an algorithm whose convergence time is O(n2), with a
memory space of O(log2 n) bits at every nodes, and we have shown that, to the prize of increasing
the convergence time to O(n3), it is possible to reduce the memory space to O(log n) bits per node.
This is precisely this kind of tradeoffs that are aiming at studying in the future 2.
We plan to tackle tradeoffs between memory space and convergence time according to two
approaches. First, we are going to consider a large number of problems within the framework of
optimizing spanning structures, and we will analyze whether the kind of tradeoffs brought to light
2. Note that a better tradeoff has recently been identified in [99].
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for MST construction can be observed in different frameworks. One of the problems on which we
plan to focus our efforts is the construction of spanners (i.e., spanning subgraphs). Spanners are
essentially characterized by their number of edges and by their stretch factor. This latter parameter
is defined by the maximum, taken over all pairs (u, v) of nodes, of the ratio between the distance
distG(u, v) between these two nodes in the network G, and the distance distS(u, v) between the
same two nodes in the spanner S :
stretch = max
u,v
distS(u, v)
distG(u, v)
.
The literature on spanners mostly focuses on the best tradeoff between the number of edges and the
stretch, according to centralized or distributed approaches. In [4], a distributed algorithm is propo-
sed which, for any k ≥1, constructs spanners of stretch 2k − 1 with a number of edges O(n1+1/k).
We aim at revisiting distributed spanner construction, in the framework of self-stabilization. Is it
possible to conceive self-stabilizing algorithms offering the same performances as those described
above ? What would be the memory space requirement of such algorithms (if they exist) ? Can we
bring to light tradeoffs between memory space, stretch, and number of edges ? These questions are
typical of the ones we plan to tackle in the future.
Our second approach aims at identifying lower bounds. Establishing lower bounds is one of
challenges of computer science (as exemplified by the P versus NP question). The framework of
distributed computing, and/or self-stabilization does not necessarily simplify the difficulty of the
task. However, restrictions such as imposing the algorithms to satisfy certain termination constraints
(for example to be silent), have been proved to be helpful for deriving lower bounds (see, e.g., [53]).
Tradeoff between memory size and quality of solutions
One of our objectives is also to study tradeoffs between, on the one hand, the memory space used
by the algorithm, and, on the other hand, the quality of the solution provided by the algorithm,
in the framework of optimization problems. In this framework, various types of tradeoffs have
been the object of extensive researches these last years. The theory of approximation algorithms is
precisely based on that sort of tradeoffs. It was developed around the idea that, for many NP-hard
optimization problems, it is possible to compute“good”solutions (though not necessarily optimal) in
polynomial time. We are aiming at studying the tradeoff between memory space and approximation
ratio in the case of self-stabilizing algorithms (in a context in which nodes are restricted to use a
limited space).
In the case of spanning tree construction, most of the distributed algorithms in the literature
are based on sequential approximation algorithms with approximation factor ρ close to the best
known approximation factor. That is, for example, the case of Steiner tree construction (ρ = 2),
and minimum-degree spanning tree (OPT + 1). In the context of self-stabilization, this approach,
which is satisfying from the point of view of optimization, can be very expensive as far as memory
is concerned. For optimizing memory, one may consider relaxing the quality of the approximation
factor. That is this approach that I suggest studying in the future.
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